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1) CALCULOS ARITMETICOS

Mathcad reorganiza las expresiones aritméticas, segun se escriben:
escriba

1+3*2/1.5
Apareciendo en pantalla

1+ B-i

15

Al pulsar el signo igual, Mathcad evalta la expresién y muestra el resultado.
Haga clic en cualquier parte de la expresién que acaba de escribir y pulse =

{4325
1.5

Mathcad actualiza autométicamente el resultado, al modificar la ecuacion:
Haga clic a la izquierda del 3. Pulse Supr, escriba 33 y haga clic fuera
de la ecuacion.

L4332 =45
1.5

NUMEROS COMPLEJOS
Mathcad utiliza nimeros complejos. Asi:

J-1=i

acos(1.2) = 06221

Para escribir la unidad imaginaria "i* hay que escribir "1i." Observe en los ejemplos siguientes que cuando
se hace clic dentro del ejemplo, se ve el "1i" y cuando se hace clic fuera el "1i" desaparece:

(AsdP=%
(34 2i=-2+3



2) EDICION DE ECUACIONES

Mathcad se comporta exactamente como un procesador de texto, y permite editar tanto texto como
ecuaciones segun una secuencia ldgica.

OPERADORES Y OPERANDOS

Mathcad enlaza los "operandos" con los

"operadores" para formar "expresiones."

A veces un operando puedeser también una expresion:

opetador opetador
|
143 1 +32 unoperando que
. Et’a.'ﬂlljtl L otro | T también esun
P operanda opetando expresiin

RECUADROS DE SELECCION

Mathcad posee dos tipos de recuadros de seleccion:

¢ Cuando se pulsa en una regién limpia de la pantalla y manteniendo apretado el boton izquierdo del
raton, se arrastra hasta abarcar un texto o ecuacién, el objeto queda seleccionado con un recuadro negro.
Este tipo de seleccion nos permite copiar o suprimir el objeto. Asimismo, podemos trasladar el objeto, a
través de la pantalla, situandonos sobre el y arrastrandolo con el botén izq. del ratén apretado. También
es posible modificar su tamafio, si es una grafica o una franja de texto .

e Cuando se pulsa sobre una ecuacién, aparece un recuadro azul de seleccion que enmarca las
diferentes partes de la estructura de la ecuacion. Vamos a practicar con este recuadro.

Es esencial comprender el funcionamiento del cuadro de seleccion, para saber como editar ecuaciones.
Los cuadros de seleccion pueden tener cualquier tamafio: Teclee la expresion que sigue y experimente
con las cuatro teclas de las flechas de direccion, para modificar el cuadro de seleccion.
143
15
Ahora, pruebe con una expresion mas complicada. Pruebe igualmente a hacer clic sobre los operadores.

2
Bl
i+l
MANEJO DEL CUADRO DE SELECCION
Al usar el cuadro de seleccion, retenga la siguiente regla general:

¢ Todo lo que esté incluido en el cuadro de seleccion, se convertird en el primer operando del siguiente
operador que escriba.

Vamos a practicar lo anterior para sustituir operadores y para insertar operadores:

Supongamos que queremos convertir la expresion



en ... 4

¢ Haga que el cuadro de seleccion incluya el operador que desea remplazar: "+". Use la flecha arriba o
simplemente haga clic en el "+".

¢ Pulse Supr para eliminar el operador, y deje los dos operandos en espera de operador.

¢ Pulse "/" para insertar el operador division.

A veces Mathcad modifica bastante el aspecto de una ecuacion al editarla. Sin embargo, se trata de los
mismos sencillos pasos. Observe atentamente los cambios en los mensajes emergentes, mientras
convertimos :

Haga que el cuadro de seleccion incluya el operador que desea remplazar: "/" Use la flecha arriba o haga
clic en la barra de division. Pulse Supr para eliminar el operador, y pulse "" para insertar el operador
exponente.

3

241
en ...

32+1

Hasta ahora, hemos remplazado el operador "extremo" o de "nivel superior", haciendo el cuadro de
seleccion lo més grande posible. Pero podemos remplazar cualquier operador, simplemente poniendo el
cuadro de seleccion en el lugar adecuado; observe el cuadro mientras convertimos...

e Incluya el "3 - 5" en el cuadro. Use la flecha arriba o haga clic en el signo menos.
¢ Pulse Supr para eliminar el menos.
¢ Pulse "+". Observe que lo hemos hecho como si el "2+1" no existiera.

3-3
2+1
en ...
345
241
Supongamos que desea crear la expresion:
23+1 =
Si escribe simplemente "2*3+1-1", obtendra:
23+1—1

Escriba la expresion anterior siguiendo los puntos que se indican a continuacién y observe el cuadro de
seleccién:

e Escriba 2”3+1 para obtener el primer elemento.
e Pulse flecha arriba, hasta que el cuadro de seleccion lo incluya todo. Esto sera el primer operando del
siguiente operador que escriba; en este caso, el menos.
e Escriba "-" para insertar el signo menos
e Escriba "1" para rellenar el espacio vacio.
2
2-gin| —
3 —

logd + 432

Practique escribiendo la espresion

0.592
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3) DEFINICION DE VARIABLES

Mathcad permite definir variables. Es posible utilizar estas variables en las ecuaciones, como si se tratase
de ndmeros. Para asignar el valor "1" a la variable "x", haga lo siguiente:

¢ Haga clic en una zona vacia y escriba el nombre de la variable, "x".
¢ Pulse la tecla de dos puntos (":").
e Escriba el valor, "1".

Una vez definida, puede usar la variable en una ecuacion.
Por ejemplo:
a=3
Ja+2=11

Igualmente puede definir otras variables en funcion de esta variable.
Por ejemplo:

B=2a+1

BE=7

Al cambiar el valor de una variable, Mathcad actualiza todos los resultados que dependan de esta
variable. Reemplace la definicion de A:=3 por otro valor cualquiera y observe que todos los resultados
cambian, en funcién del nuevo valor de "A".
Si usa una variable antes de haberla definido, Mathcad no sabra qué hacer con ella.

Z =1 <-—- Obtendra un mensaje indicandole donde esta el error.
3Z+4=1 < Entodas las ocasiones en gque aparezca una Z, ésta aparecera resaltada.

D=2Z+1

Para que todo vuelva a la normalidad bastara con escribir un nimero en el espacio vacio para asignar un
valor a Z.

D=y

NOMBRES DE VARIABLES EN LETRAS GRIEGAS

Las variables pueden ser igualmente letras griegas. Para escribir una letra griega, pulse la letra latina
equivalente y a continuacion pulse [Ctrl]G. También es posible acceder a estas letras mediante las
ventanas de didlogo 3 y 4 de la izquierda. A estas se accede pulsando sobre el 1 de la primera ventana.

ORDEN DE EVALUACION
Una vez que se usan variables, es importante tener en cuenta el orden en el que se colocan en
la pagina. La regla bésica es que

¢ puede usarse una variable en cualquier parte debajo de donde se definio.
¢ en cualquier parte inmediatamente a la derecha de donde se definio.

DOS SIGNOS DE IGUALDAD DIFERENTES
Hasta ahora hemos visto dos simbolos que funcionan de forma similar que el signo de igualdad que se
usa al hacer célculos sobre papel; son:

¢ El simbolo "=". Se trata de un signo de igualdad de "interrogacion”. Le pide a Mathcad que evalle lo que
esta a la izquierda y que muestre el resultado a la derecha.

¢ El simbolo ":=". Se trata de un signo de igualdad de "asignacion". Le dice a Mathcad que tome lo que
esta a la derecha y que lo asigne a lo que esta a la izquierda. Este es el equivalente de meter en memoria
de una calculadora manual
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Existen dos signos de igualdad adicionales. Es decir, en realidad MathCad tiene definidos 4 signos de
igualadad con significados diferentes. Los dos adicionales son:

Definicion global

@
Il
Le

(icono del menu dos de ventanas)

Se utiliza para definir variables o funciones, antes de que aparezcan definiciones de tipo :=.
Igualdad I6gica

a=1=r
Pulse Ctrl +

Utilicelo en resolver bloques y como operador booleano. Este operador retorna un 1 si en efecto a=b, y un
0 si la igualdad no se cumple



3) VARIABLES DE INTERVALO

Hasta ahora hemos utilizado variables que representan un Unico namero. Ahora nos ocuparemos de
variables que representan una secuencia de niumeros. Se llaman "variables de intervalo".

Para definir una variable que vaya del 1 al 7:

¢ Escriba "n" seguido de dos puntos, como si definiera una variable normal.

¢ En el espacio vacio de la derecha, escriba el primer nimero del intervalo, "1", y pulse la coma.

¢ En el espacio vacio siguiente, escriba el segundo namero del intervalo, "2", y pulse punto y coma.
e Escriba el dltimo namero del intervalo: "7"

=]
[]

n=1,2.7
La variable de intervalo esta definida. Para verla
escriba "n=".:

Puede utilizar variables de intervalo para realizar calculos repetitivos.
Por ejemplo, supongamos que desea una lista de los valores de "y" a lo largo de la parabola y=x*+1, con x
variando segun los valores -1, -0.5, 0...1.

1:=-1,-03.1<__pefina la variable de intervalo que vaya desde -1 a 1 de 0.5 en 0.5 .

r +1=
2
Escriba "x2+1=" para obtener una tabla de 125
valores. ---> ]
1.25
2

VARIABLES DE INTERVALO Y ARRAYS

Hasta ahora hemos visto cémo las variables de intervalo facilitan los célculos repetitivos. Pero las
variables de intervalo siempre varian en pasos iguales. ¢ Que ocurre si queremos obtener la lista de los
valores de "y" a lo largo de la parabola y=x*+1, cuando x tome cinco valores arbitrarios?

Puede comenzar por crear una array (vector o matriz de datos) :

¢ Primero defina una variable de intervalo n que tome los cinco valores 0, 1, 2, 3y 4.

¢ Ahora escriba x seguido por el corchete izquierdo ([ ) para crear un espacio de subindice. Tambien
puede escribir x y pulsar sobre el simbolo x; del menu 1 de las ventanas de dialogo.

e Luego escriba n y a continuacién dos puntos (:).

¢ Escriba cinco nimeros, separados por comas.

n=>0,1.4
<--- Defina la variable de intervalo.
<--- Defina la intervalo.



-10-

Tras haber definido la tabla, puede evaluar la parabola y=x*+1 utilizando los puntos de la array.
Fis [Ixrj +1 } 3
<--- Evalte la pardbola en cada uno de los puntos dados.

Visualice la array que acaba de definir tecleando

X[n=---- >
xn= 1'rII=
& 2
5
10
0.5 1.25
4 17
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4) GRAFICOS X-Y

Como los graficos X-Y contienen normalmente una o varias expresiones con variables de intervalo en
ambos ejes; defina una variable de intervalo. Cree una variable de intervalo i que vaya del 1 al 20 en
incrementos de 0,1.

i=1,11.20

Luego, para crear el gréafico X-Y, haga clic donde

desee colocar el gréafico. Luego seleccione Crear

grafico X-Y del menu Gréf., o también puede

elegir graficos en el menu (1) de ventanas de la

izquierda 2
¢ Haga clic en el espacio en la parte inferior
central del gréfico. Escriba "i". Esta es la
expresion que se trazaréa en el eje x.

400 T

1] 10 20
i
« Haga clic en el espacio en la parte central izquierda del gréfico. Escriba "i*2". Esta es la expresion que
se trazara en el eje y.
« Haga clic fuera del grafico, o pulse [F9]. Mathcad trazara la grafica i frente i.

Por ejemplo . . .
j=-1,-09.35
1 /|
Probablemente habra observado que Mathcad
ajusta los limites superior e inferior de cada eje
de un gréfico X-Y automéaticamente. Puede cos{j) O -
sustituir con facilidad los parametros de Mathcad ——
por los suyos propios, si desea mostrar un rango
de valores en particular en uno o ambos ejes. ; | |
= o 2 4

Supongamos que Unicamente desea mostrar los valores del eje x paraOy .

¢ Haga clic en el gréfico para ver los espacios que contienen los limites actuales de los datos de cada eje.
¢ Haga clic en el espacio mas a la derecha del eje x, use la tecla flecha arriba para seleccionar el numero,
y escriba "z". Puede escribir "p" seguido de "[Ctrl]+G", o utilizar el botdn de la paleta.

¢ Luego haga clic en el espacio mas a la izquierda del eje x, use la tecla flecha arriba para seleccionar el

namero y escriba el numero "0".

¢ Teniendo el gréfico seleccionado, elija
Formato de grafico X-Y del menua de Graf. y marque la casilla de verificacion "Escala automatica" para el
eje x.
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¢ Haga clic fuera del gréfico o pulse [F9].

Mathcad le permite dar formato a los graficos X-Y cambiando las escalas de los ejes, reticulas y tipos de
trazo.

A continuacién se muestran varios ejemplos del mismo grafico, pero con diferentes opciones de formato
activadas. Para ver las opciones de formato activadas en cada grafico, primero haga clic en el grafico y
elija Formato de grafico X-Y del menu Gréf..

i:=0.100
K= 1IZI'I:I2
1= K]

Primero, sin escala logaritmica ni reticula:
...y con escala logaritmica y reticula en ambos ejes.

Mz T i Wi Wi

Fad |

Puede trazar varias lineas, o trazas, en el mismo grafico X-Y. Por ejemplo, puede trazar dos expresiones
del eje y sobre una expresion del eje x. Como en el caso precedente, las expresiones que se tracen
contendran variables de intervalo. Lo que sigue es la definicion de la variable de intervalo x:

x=0,001.8
...y dos funciones que podemos trazar:
situx)
xE
40
Para trazar estas funciones en relacion con la variable x . . .

2 T

10

¢ Cree un grafico X-Y

¢ Haga clic en el espacio en la parte inferior central

del gréfico. Escriba "x". Esta es la expresion que se

trazara en el eje x.

¢ Haga clic en el espacio en la parte central izquierda

del gréfico. Primero escriba "sen(x)"; luego escriba una coma (“,") y a continuacién "(x”2)/40".
¢ Haga clic fuera del gréfico, o pulse [F9]
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Es posible representar hasta 16 trazas en una misma gréafica
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6) OPERADORES

DERIVADAS

Mathcad admite tanto derivadas numéricas como simbdlicas. Estas Ultimas se describen en la seccion
sobre matematicas simbolicas. En esta seccion describe las derivadas numéricas.

El ejemplo muestra cémo evaluar la derivada de

xz + loglx)
en =4

¢ Defina el punto en el que desea evaluar la derivada.

¢ Pulse ? para insertar el operador de derivada, o pulse el botdn
correspondiente del menu 1 de ventanas de la izquierda.

¢ Escriba la variable de diferenciacion en el espacio inferior.

¢ Escriba la expresion que desea diferenciar en espacio restante y pulse =

j—x[xz + lug(x)jl = 5109

Puede evaluar derivadas en varios puntos a la vez utilizando variables de intervalo:

x=1.4 0 |
(2 4 togn)
& (2 +10g0)
2.434 ok |
4117 i
%[ Pingn) i
6.145 e
g.109 L
B ; .
x:=001,004.4 2 4q
X
En la Figura se muestra la representacion de la funcién y su derivada --------- >

DERIVADAS DE ORDEN N

Con este operador podréa evaluar derivadas de orden de 1 a 5. Para evaluar la derivada de
segundo orden de la expresion del ejemplo anterior, defina el valor en el que desea evaluar
la derivada. Luego:

¢ Pulse [Ctrl][Mayus]C. Esto crea un operador con dos espacios
adicionales.
¢ Rellene los espacios, como hizo en el ejemplo anterior.
¢ En el espacio inferior escriba el orden de la derivada.
Observe que éste también aparece en el espacio superior.
¢ Ahora pulse el signo igual.
x=1.4 3
ig[xz + 1:::g(xjjl
dx

0.8649
0109
0.032
0.014
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INTEGRALES

Puede utilizar el operador de integracion de Mathcad para evaluar numéricamente la integral definida de
una funcién, en un intervalo determinado. El ejemplo siguiente muestra como evaluar la integral definida
de sen(x)? de 0 a n/4.

¢ Haga clic en un espacio vacio y escriba & o pulse el botén correspondiente del menu 1 de ventanas de
la izquierda. Aparece una integral, con espacios para el integrando, los limites y la variable de integracion.
¢ Haga clic en el espacio inferior y escriba 0. Luego haga clic en el
espacio superior y escriba [Ctrl]p/4.
¢ Haga clic en el espacio entre el signo de integral y la "d". Luego escriba
sen(x)"2.
¢ Haga clic en el espacio restante, escriba x y pulse =
n

4
J sin(x)° dx = 0,143
0

También puede usarse una integral con una variable de intervalo . Por ejemplo:
Defina una variable de intervalo:

i=1.3 <_Escribai[dos puntos] 1 [puntoy coma] 5

Defina la nueva variable

Yi =
% 0.333
- :=j oty 2667
1 0 El
Para ver la tabla de valores 21.333
41 6RT

Al igual que en el caso anterior, podemos representar una funcion y su integral. Por ejemplo:
i:=0.100
i

20

sy ! I |
Iz= | e L du z;10 7% it
0 10 - 5

X a IZi
(i-50)
_ 70
Zi =& 0 | :

20 100

donde z; ha sido multiplicado por 10 para que pueda ser visualizada en la misma grafica
SUMATORIAS Y PRODUCTORIAS

Los operadores sumatoria y productoria funcionan de la misma manera. Hay que especificar un rango de
valores y la expresion que se desea sumar. Por ejemplo, para sumar el cuadrado de los enteros del 1 al
100:

¢ Pulse [Ctrl][Mayus]4 para insertar el operador sumativo.

e Inserte un indice para la suma, asi como los limites inferior
y superior de la suma.

e Inserte la expresion que desea sumar y pulse el signo igual.
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Z 11_:4.696
; 1

El simbolo sumatoria puede ser insertado también desde el menu 1 de ventanas, sin embargo, este
sumatoria no es exactamente el mismo que el anterior, ya que requiere la definicion previa de una variable
de intervalo.
El productoria funciona de la misma forma. Pulse
simplemente [Ctrl][May(s]3 en lugar del anterior.

f

H G +ij - 1113 %107

i=0

SUMAS DOBLES
Las sumas pueden anidarse para formar sumas dobles.
Para crear una suma doble, pulse [Ctrl][MayUs]4 dos veces y rellene los espacios. Por ejemplo:

10 o i
Z z i-j=3.I]25><1I33 Z Z i-j=1.TI35><1I33

i=1j=1 i=1j=1

0 con un limite superior variable:
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7) FUNCIONES

Pueden definir funciones casi de la misma forma que variables. Por ejemplo:
2 .
fi®) =2 + sir10-%)
Para usar una funcién, ponga un numero o una expresion en lugar de su argumento.

fid = 8012
Las funciones se usan habitualmente con variables de intervalo.

x=1,11.12
fix) =
0.456
0.21
0.903

<--- Escriba f(x)=
o de graficos --->
x=0,01.4

i)

FUNCIONES CON MAS DE UNA VARIABLE

Las funciones pueden tener mas de un argumento. Para definir una funcion de este tipo, separe los

argumentos como sigue:
Una funcion de este tipo se usa
como cualquier otra funcion.

flx,7) = \Ec + @
X

fi3,1) = 1732
fis, 2 = 2375
x=01.02.2

FUNCIONES INCORPORADAS

f(x,08)
flx,1)
f(x,12)

20

10

-10

Mathcad cuenta con una gran cantidad de funciones incorporadas, algunas de gran complejidad.

Trigonométricas
sen(z) cos(z)
tg(z) cosec(z)
sec(z) cotg(z)

Hiperbdlicas

senh(z) cosh(z)
tgh(z) cosech(z)
sech(z) cotgh(z)

Trig. e Hip. inversas
arcsen(z) arcsenh(z)

arccos(z) arccosh(z)

arctg(z) arctgh(z)

Exponen. y logarit.
exp(z) e a la pot. de z
In(z) Log natural
log(z) Log base 10

Varias

ceil(x) Entero menor x

floor(x) Entero mayor x

mod(x,y) Resto de x/y con signo de x
angulo(x,y) Angulo eje x al punto (x,y)
Funciones complejas

Re(z) Parte real de z




Im(z) Parte imaginaria de z
Arg(z) Argumento de z
Funciones condicionales
if(cond, valt, valf)

until(exprl, expr2)

8(m,n) Funcién de Kronecker
d(x) Funcion de Heaviside

Otras Funciones

rnd(x) Funcion aleatoria entre 0 y x
Ispline(vx,vy) Funcion spline cubico
erf(x) Funcion de error

fft(v) Transformada de Fourier

ifft(v) inversa de la transf. de Fourier
I'(x) Funciom gamma de Euler
JO(x), J1(x), In(m,x), KO(x), K1(x)
Kn(m,x) --> Funciones de Bessel
READ(fichero) leer ficheros de datos
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WRITE(fichero) grabar fichero de datos

Funciones estadisticas

mean(v) valor medio del vector v

stdev(v) desviacion standard

vat(v) varianza de v

slope(vx,vy) pendiente entre vectors vx e vy
intercept(vx,vy) ordenada en el origen de vx e vy
linterp(vx,vy,x) interpolacion lineal
interp(vs,vx,vy,x) funcién de interpolacion

Funciones con matrices y vectores
augment(A,B) Unir dos matrices
cols(M) Numero de columnas
valprop(M) Vector de valores propios
vecprop(M,z) Vecprop de M de z
last(v) indice del Gltimo elem. vector v.
max(M) Mayor elemento en M

min(M) Menor elemento en M

rows(M) Numero de filas de M

tr(M) Suma de los elem. de la diagonal

La mayoria de estas funciones pueden usarse directamente, aunque algunas requieren algunas

definiciones previas.



-10-

8) FORMATEOQO DE LOS RESULTADOS

Por defecto, Mathcad muestra los resultados con tres digitos significativos. Por ejemplo:

W2=1414

Sin embargo, Mathcad almacena todos los nimeros con quince digitos significativos.
Para ver el nimero mostrado arriba, tal y como Mathcad lo ve internamente:

¢ Haga clic en cualquier parte del nimero.
¢ Pulse Ctrl+F.
¢ Observe el mensaje en la parte inferior de la ventana.

Para no tener que pulsar Ctrl+F para ver el resultado completo, puede mostrar un resultado mas completo
directamente en documento. Para ello:

¢ Haga doble-clic en cualquier parte de la ecuacion.
¢ En el cuadro de didlogo, cambie "Precision de visualizacién" a "6" y pulse aceptar".

2 =1414214

En el cuadro anterior puede modificar otros parametros sobre cémo Mathcad muestra los resultados.
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9) UNIDADES

Es posible asociar unidades a cualquier variable o constante. Por ejemplo:
x:=3cm <-- Escriba "x : 3*cm".

Al hacer que Mathcad muestre el resultado, se indicara que el resultado contiene unidades de "longitud”
(en metros):
x=003m
Mathcad muestra por defecto los resultados en términos de sus dimensiones fundamentales. Por ejemplo:
v = 33-newton
se muestra en términos de las dimensiones de fuerza:
y=3IH

Para mostrar resultados en términos de unidades habituales:

¢ Haga clic en cualquier parte de la ecuacion. Observara un espacio vacio al final.
¢ Incluya el espacio vacio en un cuadro de seleccion.
¢ Elija Insertar unidad del menu Matemét., haga clic en alguna unidad de la lista y haga clic en botén
"Insertar".
¢ Haga clic en cualquier parte de fuera de la ecuacion.
x=3cm
¥ = 33 newton

UNIDADES EN CALCULOS
Mathcad "arrastra” las unidades segun va calculando. Por ejemplo:

3newton-d-cm = 0127

Observe que las dimensiones de newtons y cm se desarrollan.
Como podria esperarse, no se puede sumar ni restar unidades diferentes. Por ejemplo:

Jnewton + dm =
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10) VECTORES Y MATRICES

Ademéas de calcular con niumeros simples (denominados escalares), Mathcad puede trabajar con
columnas de nimeros (vectores) o con matrices.

Creacion de un vector
Para crear una columna que contenga los nameros 2, 4, y -10:

¢ Haga clic en un espacio vacio

¢ Elija Matrices del menu Matemat., pulse [Ctrl]+V, o elija matrices en el menu de ventanas 2.

¢ Escriba "3" en el cuadro de "Filas", y "1" en el cuadro de "Columnas". Pulse "Crear".

¢ Rellene los espacios vacios del vector con los valores. Haga clic en elespacio superior y escriba "2".

Haga clic en el siguiente (o pulse [Tab] para ir alli) y escriba "4"; y lo mismopare el espacio inferior y
escriba "-10."
2

-10
Crear una matriz en Mathcad es tan facil como crear un vector:

¢ Haga clic en un espacio vacio.

¢ Abra el cuadro de didligo de Matrices (mend Matemaét., pulse [Ctrl]+V o elija matrices en el menu de
ventanas 2. Escriba el nimero adecuado de filas y columnas en el cuadro de dialogo. Cree una matriz de
3 columnas por 2 filas.

Luego haga clic sobre"Crear".

¢ Rellene los espacio de la matriz con sus valores. Puede utilizar la tecla [Tab] para pasar de un espacio

de la matriz a otro.
28 3
J01

Para crear matrices de gran tamafio, se utilizan variables de intervalo o se pueden utilizarse datos de un
archivo externo con las funciones READ(nombre fichero) o READPRN(nombre fichero), para datos
estructurados..
Si desea cambiar el tamafio de un vector o de una matriz ya creados, puede borrar o insertar filas o
columnas con facilidad.
Supongamos que ha definido la variable M como una matriz . . .

100

M=(010

Dol
...y que desea borrar la tercera columna e insertar una fila entre la primera y la segunda.

Para borrar la tercera columna:

¢ Haga clic sobre el nimero de la parte superior de la tercera columna.
e Abra la ventana de didlogo de Matrices. Escriba el nimero de filas o columnas que desea eliminar.

Aqui, escriba "0" en el cuadro al lado de "Filas", y escriba "1" en el cuadro al lado de "Columnas”. Luego
haga clic sobre "Eliminar".



Para insertar una fila entre la primera y la segunda:

¢ Haga clic sobre el nimero al principio de la primera fila.

¢ Abra el cuadro de didlogo de Matrices, escriba el nimero de filas o columnas que desea afadir. Aqui,
escriba "1" en el cuadro al lado de "Filas", y escriba "0" en el cuadro al lado de "Columnas". Luego haga
clic sobre "Introducir".

¢ Rellene los espacios de la matriz con sus valores.

Para hacer referencia a elementos de un vector o de una matriz, use los subindices, o nimeros que
representan las posiciones de los elementos de la matriz.

Mathcad empieza a contar los elementos de un vector o matriz a partir del elemento cero, pero puede
modificarse la variable incorporada ORIGIN para que sea un numero diferente (p. €j. 1), eligiendo
Variables incorporadas del ment Matemaét.

... tiene los elementos del vector:

Por ejemplo, el vector V. . .

=1 A b2

Para escribir un subindice:

¢ Escriba el nombre de una variable que represente un vector o una matriz.
¢ Escriba un corchete izquierdo ("[") o pulse sobre la funcién "x;" del menu 1 de ventanas. A continuacién
ponga un entero (0 una pareja de enteros para una matriz) en el espacio vacio.

Para la matriz M mostrada a continuacion, es necesario especificar dos nimeros en el subindice, el
primero para la fila y el segundo para la columna:

11 17
M =
[13 19]

MD,D =11

I'u'ID’1 =17
Los elementos de la matriz son:

I'L-'Il,l:I =13

I 19

i
También puede utilizar subindices para definir elementos individuales de un vector o una matriz. Por
ejemplo:

4y = 1 Entonces:
g = -10 !
=| -10
Gy = 15 &
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Mathcad dispone de multiples operadores y funciones incorporadas para vectores y matrices.
Veamos algunos ejemplos:
Dados dos vectores,uyv. ..

1] |
0.5 3
u=|1 vi=| 4%
15 fi
2 T

e Adicion y sustraccion vectoriales
| 1

35 2.5
u4v=| 5% v-u=|38
75 4.5
9 5

e Adicion, multiplicacion y
divisiéon escalares
=6 unescalar

f 1 1
(3] 3 0083
wts=| 7 we=| 6 Z_lousr
7.5 a 025
B 12 0333
e Producto escalar
=293
e Producto vectorial (definido solo para vectores de orden 3)
nxv=1
e Modulo
|| = 2730 || = 10.265
e Suma de vectores
Z u=3 Zv =218
e Funciones estadisticas y otras
mean(¥) =436 media de los elementos del vector
stdes(u) = 0707 desviacion estandar
last{w) =4 indice del Gltimo dato del vector u
cort(v W) = 0989 correlacion
slope(u,¥) =3 pendiente
mtercept(u, ) = 136 yalor de v cuando u = 0, supuesta regresion lineal
linterp(u,v.2) =7 valor de y para x=5 segun la interpolacion lineal de u(x) vs v(y)

Vo= lepline(. %) funcién de spline cubico de los vectores u(x) vs v(y)
interp(V, 1, 7.2 =7 interpolacion segun la funcién de spline cubica
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veamos un ejemplo de como representar u frente a v y efectuar la regresion lineal de ellos

« primero hay que definir la variable de intervalo correspondiente i = U last{1i)

¢ a continuacion se define la funcion lineal que mejor se ajusta a dichos vectores y se define otra variable
de intervalo x, para la representacion.

¢ Por ultimo de efectla la representacion gréafica

fx) = intercept(n, 1 + slopelu, vz ¥
x=0,1.25 W 7

u;,%
Mathcad también proporciona operadores y funciones incorporados para el calculo con matrices.
Dadas dos matrices, AyB ...

1 3 10 2 13 -1
A=(1 -1 -7 BE=|17 0 -a
1 4 2 1 4 11

e Adicion y sustraccion de matrices

1 14 -1 -& -10 1
A+B=|1%8 -1 -13 A-B=|-16 -1 -1
2 8 I3 oo -19

e Adicion, multiplicacion y division escalares
§:=6 _ un escalar

M 72 A i H B 0.167 05 ]
Bs=|102 0 -34 A4a=|T 5 -1 i= 0.167 -0.167 -1.167
g
6 24 124 710 8 0.167 0667 0333

e Multiplicacion de matrices

60 13 -19
AB=|-15 -15 -142
7000H 1T
e Potencias de matrices e inversa de
matrices
301 113 -108 26 & 21
Bz= 147 197 143 ﬁ_1= g -z -7

o8 97 4l4 -5 1 4
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e Determinante

|a] = -1 |B| = 4571 x 107

e Operador columna

1 3 0 1
g gy wng vy PR
1 4 2 1
e Transposicion
1 11
wbas| g g
n -7 2

¢ Valores propios y vectores propios

. . . valores propios de una matriz
-0.042

eigenvals( &) = | 1.021 + 48
1.021 - 45

... vector propio correspondiente a un valor propio especifico
-05z

eigenveclzﬂ ceigetrvalal A D]I = 0323
-0.177

e Funciones Ildentidad y Aumentar

... matriz identidad del tamafio especificado
1 3 0 9 13 -1

identit; =
¥ 01 augment(& Bi=|1 -1 -7 17 0 -A
14 2 1 42

e Funciones varias
rows(A) =3 namero de filas
eals(B) =3 numero de columnas
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11) RESOLUCION DE ECUACIONES

MathCad utiliza tres formas de resolver ecuaciones numéricamente.

LA FUNCION root

Se utiliza cuando se quiere resolver una ecuacion con una incognita. Consiste en aplicar el método de
Newton y requiere un valor inicial o de prueba, no necesariamente aproximado:

Resolver para x en:

x2+\|";c=2

ru:u:uLI:[:«:2 + \,";(:I - Z,x:l =1
INVERSION DE MATRICES
Se utiliza cuando se tiene un sistema de ecuaciones lineal. Por ejemplo, para resolver:
x+y=3

valor de prueba --> * = 3

y
2x-3vy=2
Piense en términos de ecuacién matricial

Para la cual la solucién es simplemente:
S Fekey
v ol2 -3 2

BLOQUES DE RESOLUCION

Los bloques de resolucion son la técnica mas universal de todas. He aqui un ejemplo de solucion de dos
ecuaciones con dos incognitas:

Primero, defina los valores estimados:

x=3

yi=4
Luego escriba la palabra clave "given", seguida de las ecuaciones a resolver.
Civet

2
x+ 2y =3 <. Aseglrese de que genera este signo de
igual con [Ctrl]+ .

2
3x-¥ =4 < Use lafuncion incorporada "find(x,y) para obtener un vector

de soluciones.
= 1571
mdlx, w =
A, 3) 0.245
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12) GRAFICOS POLARES

m:=0-deg,l-deg.. 360 deg
® Los gréficos polares suelen contener una variable de rango, asi que comience por crear una variable
"m" que vaya de 0 a 360 grados.

1—cosi 4 1m)
l-gin{m) 120

* Haga clic donde quiera colocar el gréafico y elija Crear grafico polar del meni Graf.

¢ Escriba una ecuacion adecuada en el espacio de la izquierda, como por ejemplo: "1- cos(4m)". Escriba
"m" en el espacio inferior.

* Haga clic fuera del grafico para verlo.

GRAFICOS POLARES- TRAZOS MULTIPLES
Puede trazar varias curvas en el mismo grafico polar, separando las expresiones por una coma. Por
ejemplo, para afadir la curva "1-sen(m/4)" al ejemplo anterior:

e Incluya la expresion radial en un cuadro de seleccion.
e Escriba una coma, para crear un nuevo espacio nuevo.
* Escriba la expresion "1-sen(m)" en este espacio y haga clic fuera de la region para ver el gréafico.

FORMATEO DE GRAFICOS POLARES

Puede modificar la apariencia de los gréaficos

polares modificando el tipo de trazo, las escalas

de los ejes y las lineas de reticula. Los ejemplos

que siguen muestran el mismo grafico polar del

ejemplo, utilizando formatos diferentes. 1—cos{ 4 m)

1| —sing )

Para ver los ajustes de formato de
un grafico, haga doble clic en el
grafico.
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Con lineas de reticula radiales. ----
-—->

1—cos(d.m)
Tt

Con lineas de reticula radiales y angulares.

i 260 280 0 5
— trébol de cuatro hojas

— cardioid

Con leyenda pero ocultando
los argumentos ------- >
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13) GRAFICOS DE SUPERFICIES

Mathcad puede representar de forma tri-dimensional los datos contenidos en una matriz, mediante un
gréfico de superficies.

Primero cree una matriz con los valores que desea trazar, una opcion para esto es a través de una
funcién, como se muestra a continuacion:

i:

0..40
j=0.

40

e Elija Crear grafico de superficies del mena Graf., o pulse [Ctrl]+2, o elija el icono correspondiente del
menu 2 de ventanas de la izquierda. Mathcad muestra un cuadro con un espacio vacio.

M
¢ Haga clic en el espacio bajo el cuadro y escriba el nombre de la matriz M.
¢ Haga clic fuera del grafico, o pulse [F9].

Mathcad muestra el gréafico de superficies.
Es posible que matrices grandes tarden unos segundos en trazarse.

Mathcad proporciona muchas opciones de formato para los graficos de superficies: cambiando la
perspectiva, la ampliacién de la escala vertical, ocultando lineas, modificando el sombreado o mostrando
la superficie como gréfico de areas.

Para ver las opciones de formato de un gréfico, haga clic en el gréfico y elija Formato de gréfico de
superficies del menu Gréf., o simplemente haga doble clic sobre dicho grafico

M=20
i=1.H
j=1.N

Primero, con los ajustes por defecto . . .
CNY WY
PrAree) + (wa'a
2 2
H
R
1,]
G

. con sombreado en colores . . .
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(===

.. con sombreado de escala de grises, sin rotacién y con una inclinaciéon de 90° .
. con una escala vertical muy reducida . . .

RS
.\'2‘%‘;‘&‘!‘
AR e
e sl b,
“‘w‘% 252

=
e
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14) GRAFICOS DE CURVAS DE NIVEL

En Mathcad pueden mostrar graficos de curvas de nivel. Para ello:

¢ Cree una matriz, cuyos valores representen alturas sobre el plano x-y. Por ejemplo:
m=0.20
n=0.20
2 = cos(0.1l-m - lj? + cos(0.l-n- 1)6
. n

2

e Elija Crear gréfico de curvas de nivel del menua de Graf..
¢ Escriba el nombre de la matriz en el espacio vacia y haga clic fuera del grafico.

Pueden cambiarse multiples caracteristicas de un gréafico de curvas de nivel, como por ejemplo, el nimero
de lineas de reticula o si el espacio entre las lineas se colorea o se sombrea.

Para ello:

¢ Haga doble-clic sobre el grafico de curvas de nivel. Mathcad muestra un cuadro de dialogo.
Los ejemplos que siguen muestran algunos ejemplos:
.. Sin numerar, y con los espacios entre curvas coloreados.

... NUmero de curvas reducido a 6.

20 20—

/ U.JHB}J "-'-"-"'ﬁ |-jgl.lg:i 1
319 '1'3?3*"’&\\ \
154 1158 1.150
599 /—‘1.44 .
0879
9 173 —
1431 /\
104 { 1.72 s

%\ 1.159
0,599

] n21|-:'|1 natg  0e797 |;|21l:|
0 5 10 15 20

15

10

n
]
L]
oo
i)
w
/
=
(*
!"(
= =
_n
b -
=
\ =iz
@
w
\
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15) SIMBOLICO

Mathcad puede manipular simbolos al igual que nimeros utilizando Maple (Waterloo Maple Software Inc).
Para realizar calculos simbodlicos, elija Iniciar procesador simbélico del mend Simbélico.
Veamos algunos ejemplos de calculo simbdlico:

Simplificacién
Es posible simplificar expresiones muy complejas, simplemente con una opcién de menda.
Supongamos que desea simplificar:

x3 A x2 5 5
L ¥+ — + sec(®) - tanx)
(x-7 3

¢ Primero haga clic en la expresion. Asegurese de que esta completamente rodeada por el cuadro
de seleccion azul.
¢ Luego elija Simplificar del mena Simbdlico.

i 1
x4y +1

L | s

Aparece esta expresion ----- >

Factorizacion
Para factorizar:

x3 + 6-x2-5r + 11-:»:-5.r2 + 6-5r3

¢ Haga clic en la expresion y selecciénela utilizando la flecha arriba, hasta que esté completamente
incluida en el cuadro de seleccion.
¢ Luego elija Factorizar expresion del mena Simbdlico.

Aparece esta expresion -----> (X + 3 ¥)-(x+ y)-(x + 2-5)

Diferenciacién simboélica
Para efectuar la evaluacion simbdélica de una derivada, como por ejemplo:

¢ Haga clic en la expresion y selecciénela utilizando la flecha arriba, hasta que esté completamente
incluida en el cuadro de seleccion azul.
42
—T atatz)
dz

¢ Luego elija Evaluar simbdlicamente del menid Simbélico.

2 32

[1 + zz) [1 N z:ef

El procesador simbdlico mostrara el resultado. ----------- >

Por otra parte, el menu Simbdlico contiene un comando especifico, Diferenciar para variable, que
diferencia la expresion respecto a la variable seleccionada.
X+ a

2
¥ +h
Supongamos que desea diferenciar:
respecto a la variable x.
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¢ Primero haga clic en la expresioén al lado de la variable x o incluya la variable x en un cuadro de
seleccion.
e Luego elija Diferenciar para variable del menu Simbdlico. El procesador simboélico mostrara el
resultado.

1 _1 (x+ a) .

2 2
Aparece esta expresion ----- > [x E b) [x2 + b)

Integracién simbélica

Para efectuar la evaluacion simbdlica de una integral definida, como por ejemplo:

¢ Primero incluya la expresién en un cuadro de seleccion haciendo clic en la expresion y utilizando la
flecha arriba.

t
j 1) d
1

¢ Luego elija Evaluar simbdlicamente del menid Simbélico.

1 1 1 1 1 1
S s Lt —-i-(— . —-signum(tj]-n-tz
Aparece esta expresion -----> 2 # 4 24 A1 2

Mathcad puede igualmente ayudarle a hallar simbolicamente integrales indefinidas, si existe la solucion
simbdlica (espacio cerrado).

at+ e

Supongamos que desea integrar:
respecto a la variable x.

e Primero haga clic en la expresion al lado de la variable x o incluya la variable x en un cuadro de
seleccion.

e Luego elija Integrar para variable del menl Simbdélico. Si la integral es demasiado grande para ser
mostrada en pantalla, Mathcad pondra el resultado en el portapapeles (en forma de texto).

= 1
=2 - S emp(-d + Bi(L)
Aparece esta expresion ----- > X X

Los resultados simbdlicos pueden contener funciones especiales, como la funcion Z de Riemann, Z(x), la
funcion integral logaritmica Ei(x), etc. Para una definicién de estas funciones ver
<<Ayuda/Indice/buscar/funciones especiales>>

Resolucién simbdlica
El procesador simbdlico le permitira reorganizar facilmente una ecuacion para expresar una variable en
términos de una expresion o hallar la raiz de una expresion.
Por ejemplo, supongamos que desea resolver para la variable x de la expresion:
X

— =y
[1 + xzjl
¢ Primero, asegurese de que utilizo [Ctrl]+ (el signo de igualdad I6gica) para crear el simbolo de igualdad

de la ecuacion.
Aparece esta expresion ----- >

¢ Haga clic en la expresion al lado de la variable x o incluya la variable x en un cuadro de seleccion.

¢ Luego elija Resolver para variable del menid Simbélico. Si hay mas de una solucion, Mathcad
mostrard el resultado en forma de vector.
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16) SMARTMATH

Cuando SmartMath esté activado, se dispone de dos caracteristicas mas:

e Simbdlico activo: Permite obtener resultados simbdlicos con la misma facilidad que los

resultados numéricos.

e Optimizar: Transforma lo que se introduce en una forma que aumenta la eficacia del calculo.

Antes de continuar, abra el mend Matemét. y asegurese de que la opciéon SmartMath tenga la marca de
verificacion. Si no la tiene, elija SmartMath del mend Matemat..

SIMBOLICO ACTIVO

Al utilizar el signo de igualdad simbdlica, "—", Mathcad devolvera lo que se encuentre en el lado izquierdo
de forma simplificada en el lado derecho. Por ejemplo:

Para utilizar el signo de igualdad simbdlica:

e Escriba la expresién que desea evaluar simbdlicamente y aseglrese de que esta seleccionada
h
| bl 2edp.a0
i 4] 2 5
e Pulse [Ctrl][Punto] para generar el "—".
* Haga clic fuera de la region. Mathcad rellenara el espacio con el resultado.

PERSONALIZACION DEL SIMBOLO "—"

Puede controlar el modo en que el "—"evalla una expresion escribiendo una palabra clave antes de la
expresion. Por ejemplo:

1. Desarrolle una multiplicacién:

(t+ 19(t = 1) expand — £
2. Factorice una expresion:

1,2 -1 factor =i+ 10t -1)
3. Simplifique una expresion:

si.n(’r,j2 + .;.35(132 sitnplify — 1

OPTIMIZACION DE ECUACIONES

SmartMath aumenta la "inteligencia” de Mathcad en el célculo matemético. Por ejemplo, la integral que
sigue tiene un espacio cerrado simple. Sin embargo, sin la ayuda de SmartMath, Mathcad tiene que usar
un algoritmo de integracion numérica para evaluarla.

a=4
4 raopa
x:=J J J x2+3r2+zzdxd3rdz
0=0o-n
3
x= 1024 = 10

Para hacerse una idea de la cantidad de tiempo que puede tomar este célculo, pruebe a cambiar el valor
de "a"y vea lo que se tarda en evaluar la integral.
La integral que sigue parece igual a la anterior, salvo que la palabra clave "optimizar" le dice a Mathcad
que resuelva la integral inteligentemente.
Como se le dijo a Mathcad que se comportara de forma inteligente, encontré el espacio cerrado. Haga
doble-clic sobre la estrella roja para verlo.

a=4
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i 4
x:=j J J x2+3r2+zzdxd3rdz
0-0-0

x=1024 = 1|ZI3

Ahora cambie el valor de "a". En lugar de comenzar el calculo integral numérico desde el principio,
Mathcad lo resuelve de forma inteligente, es decir que usa directamente la expresion del espacio cerrado
que se oculta tras la estrella roja.

En el ultimo ejemplo hubo que escribir la palabra clave "optimizar" para hacer que Mathcad se ocupara
"inteligentemente” de la asignacién que se encontraba a continuacion.

Puede hacer que Mathcad optimice todas las asignaciones eligiendo Controles SmartMath del menu
Matemat. y activando la opcion Optimizar del menu que emerge a la derecha.

Con Optimizar activado, Mathcad intentard encontrar soluciones de espacio cerrado para todas las
asignaciones, salvo las precedidas por la palabra clave "literalmente".

optitize
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17) TEXTO

Mathcad supone por defecto que todo lo que se escribe esta en una "regién de matematicas".
Para crear una region de texto:

¢ Escriba unas comillas. El cursor en forma de cruz se convierte en una linea vertical, denominada "punto
de insercion".

e Comience a escribir texto. Utilice las flechas izquierda y derecha para desplazarse por el texto.

¢ Cuando haya terminado, haga clic fuera del texto. Pulsar [Intro] simplemente afiade un retorno de carro,
sin salirse de la region de texto.

FRANJAS DE TEXTO

Las regiones de texto son muy adecuadas para textos cortos en cualquier parte del documento. Sin
embargo, si desea escribir gran cantidad de texto, le seran mas (tiles las franjas de texto porque, a
diferencia de las regiones:

¢ las franjas de texto van de lado a lado de la pagina;

¢ |las franjas de texto abren espacio al escribir, empujando otras regiones hacia abajo.

Para crear una franja de texto:

¢ Haga clic en un espacio vacio. Asegurese de que no hay otras regiones a la derecha o a la izquierda de
donde hizo clic.

e Pulse [Ctrl]+T.

CAMBIO DEL TIPO DE LETRA DEL TEXTO

Para cambiar el tipo de letra de todo el texto, elija Cambiar tipo de letra por defecto... del menud Texto.
Para cambiar el tipo de letra de un texto seleccionado:

e Seleccione el texto arrastrando el ratén sobre el mismo.
¢ Elija Cambiar tipo de letra del menu Texto.
¢ Elija el tipo de letra, tamafio y estilo deseados del cuadro de didlogo.
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RELACION DE COMPLETITUD

Supongamos una funcion cualquiera, por ejemplo:
2 2

Fl) = e Y g5

z=0,1.8

f( %)

Consideremos asimismo un conjunto completo de funciones ortogonales.
Estas funciones son las soluciones del sistema:

particula en una caja de potenciales

de paredes infiniras

dix,n,a = F-sﬁ(nﬂx]
a a

donde n =1, 2.., es un numero entero (cantico)
y a el tamafio de la caja de potenciales
La funcion f(x), con rango de existencia
entre 0<x<a, puede definirse como
]

f@= > cadlxn)
n=1
Relacién de Completitud
los coeficientes ¢, pueden calcularse a partir de

=1

tn = j Pl iz, ds
0

Veamos un ejemplo: Supongamos que vamos a calcular los 15 primeros coeficientes ¢,y que

a=8

QEIGHT = 1
n=1.15
a =28

a
oy = J Fl) iz, n,a) da
1]
Definamos ahora la funcion
15

W = > endln,a)

n=1
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1
fz)
05+ .
JE
o 3

X
La coincidencia entre las dos funciones es total
Repetir el calculo utilizando valores de n inferiores, hasta que las funciones dejen de
coincidir
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Efecto Tunel

Supongamos un perfil de potenciales como el de la Figura

U
I II

U,

0

- 0 x
en la region I:
- =A_Ei-o:.-:4+ B_e—i-u’.-:-
siendo
2w fTmE
- h
Y= D-E_P":-

en la region 11:
siendo

2w fe-mUp-E

p= -

La constante B en funcion de la constante A, se obtiene

a partir de la relacion de continuidad W1 (x=-a) = 0.

B=-Ag 2i%E

La constante D en funcién de la constante A, se obtiene

a partir de la relacion de continuidad W1 (x=0) = ¥11(x=0).

Dz o2 e

La Energia se obtiene a partir de la relacion de continuidad de la primera derivada de las funciones en x =0
SWI1/8x [x=0] = 8¥11/8x [x=0].

Ecuacion que nos da cuenta de los

estados cuanticos permitidos con E<Ug

E 2o m-
=_tang &.a
Ug-E h

Para analizar un ejemplo elegiremos arbitrariamente que

2af2-m e
: =

Lg=10
luego:

fﬁ = —tang[n-\ﬁ]

Esta ecuacion tiene tres soluciones reales como puede verse en la gréfica siguiente, en la cual se representan los
dos lados de la igualdad
we=0,002._10

oL
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& : —
¥
TEE . e
I:l _I,I D F_—-—'_n._lIII
—tar{\ﬂl-nj . N
5 f | [ |
a 2 4 G g 1a
- - -Irl -

Para obtener las soluciones numéricas se parte de tres valores aproximados
x1 =1
®e =3
x3=7

y se define la funcion

f(E) = | UDE_ =+ tan(+/E x)

Las soluciones seran
E1 = root(f(x1) ,x1]

E1=0823
EZ = root(f(x2) ,=2)
EZ=13263
E3 = root(f(x3) ,=3)
Ei=7174

Llamando y=x/a y sin escribir la constante A de normalizacion, las soluciones en cada region del espacio seran
en la region I:

vy, E) [ imofEy E—i'“'\."'E'[.'r"i‘z]]
enla reglon 11:
. —m-y JU—E
Wty ) = (1 - 77 2E) 0
Las funciones son ahora normalizadas, calculando la constante A. El limite superior de la segunda integral (2)
debe ser lo suficientemente grande como para que la integral sea constante

0
M1 :=J’

wlly . E1)-ylly . E1) d:v’+r ity E1)-yli(y , E1) dy

1 0
1
Al=——
o M1
o
M2 = yliy  E2)-wlly , E2) I:i:\-f+.r‘j N0y, E2)-wll{y  EZ) oy
-1 ]
1
A= —
of N2
0
M3 = yliy B3 -ylly ,E3) l::ly+.r‘j yll (v, B3yl ,E3) by
i n
1
Ad=—
of M3

A continuacién pueden calcularse las funciones de probabilidad
P1(x,E ,A) = yl(x, E)-wlix E)-A°
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P2ix,E A1 = yll(x,E)-yll{x, E)- A
Plx,E, Al =iftx<0,P1{x,E, A ,F2(x,E.A)
i=0.150
—
100
PE1; = Plzj,E1,A1)
Funciones de probabilidad
PEZ; = P(z;, E2,A2)
PE3; = Plzj,E3,A3)

zj=-1

Con objeto de dibujar la curva de energia potencial distancia se define:

j=10.200

f1(d) = if(x < -1,18,0)

f2(x) = if[x< 0,11 (9, Ug)
j

= 15+ —
100
“v"i = fE[ri)
[
15F —
10§
5 - —

o 1]

m— Segundo nivel
E— Efntencial

: e

-1 0

— Tercer nivel

E—— Efatencial
=

15

-1 0
— Brimer nivel
E—— E1pcuten|:ial
. =
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PARTICULA EN UNA CAJA DE POTENCIALES BIDIMENSIONAL DE
PAREDES INFINITAS

Tamafio de la caja de potenciales
a=1

h=1

Funcién de onda

Fere,ny %, 7) = 2 _Sm[m-ﬂ.x].sm[ny.n.yj
Jah a b

Numero de puntos a calcular en cada eje
i=0.350
j:=0.50
Célculo de las coordenadas x-y
£ = i-a
15D
v.= Ly
110
Asignacion de numeros cuanticos
=1

iy = 1

Célculo de la funcién de onda
M. .= f(m:,n},r,X.,Y.j
L] 1]

]

y de su cuadrado

Ni i = f(nx,ny,Xi,ijg

E

N

vy
iy = 2
Mi,j = f(m:,n;r,Xi,ij
Ni i = f'[tn.'f:,nj.r,Xi,‘f'jj2

E
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EL OSCILADOR ARMONICO
JH_ 2g-u-m

A h

Para resolver el sistema correspondiente al Oscilador Armonico,

se efectla el siguiente cambio de variable:

La solucion general, para v>0, puede expresarse mediante las relaciones:
1

(o.p) - [%]4-17

2 vl

a a3

Hiv,q) = (1) e -d_:e"q
dg

2
-1
(v, 0,p) = Clv, pJH(v, @) e
Para v=0

a3
-9
wolg, ) = co,p)-e 2

Las diferentes funciones de onda pueden ser obtenidas de forma simbdlica:
1

(g, p) singlify — %-ﬁ“-exp[';l-qz]

=

n

11
o 1 43 -1 2
¥(1,q,p) simplify -2 -q-exp[?q)

4

m
11
1 4 -1
¥(2,q,p) sinplify — _1'|3 '22'[—1 +2-q2)-8xp[?.q2]
2-114
11
3-114
l 1
W(4,0.6) simplfy — %-54-62-[3-1z-q2+4.q4).exp(-?1. 2]
12-114

11
1 4 2 -1
wi10,q.p) simplify — — b 72 -[—945 T 0450 — 126004 + 040-o° — 720-of + 32-qm)-exp(?q2]

5EI4EI-:|I4
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Las funciones de onda estan relacionadas entre si de forma que conocidas dos consecutivas puede
obtenerse la siguiente, dicha relacién de recurrencia es:

I Ty L
1f{"r1.'~+1 v+ 1 q lfy;' v+1 lf{'rv—l

Simbdlicamente puede calcularse a partir de las deficiones anteriores que
1 1

Z 7 1 4 2 -1
J;-q-w(lq,ﬁ)—‘j;-w(l,q,ﬁj sinplify — —— .32.q.[_3+2.q2].exp(?q2]

4
3n

Coincidiendo el resultado con el determinado perviamente para w(3,q,p)

Para representar estas funciones vamos a dar arbitrariamente un valor a la constante 3
=1

y un rango a la variable g

fqo==5,-491.5

il g, Bl

(d,q,p)°

05—

g
Otra forma de representar la probabilidad es en un gréafico en el que simultaneamente se represente la

energia potencial, U=g2, y la energia de cada estado E(v) = 1+2v. En este gréfico a la probabilidad de
cada estado se le suma su energia, solo con objeto de facilitar su visualizacion.

E(v) =1+ 2w

vw=0,1.5
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12
10 -
2
q
Wi, B HEL )
(1 ,q, B +E(1)
6 — p—

(2,9, B HE(2)

(3, B B3

w400 +E8 |

(5 ,q, BB

En esta figura, los valores de g (distancia) correspondientes a los puntos de cruce entre la linea negra
(energia potencial) y las lineas azules (energia total a cada nivel v) representa el maximo desplazamiento
de la particula, segun la mecanica clasica.

Sin embargo, las probabilidades (lineas rojas) se extienden mas alla de dicha distancia
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REPRESENTACION GRAFICA DE ARMONICOS ESFERICOS

El armonico esférico a representar, sera designado por r (vector r en coordenadas polares

el cual solo toma valores positivos). En realidad, el signo del armdnico esférico puede ser positivo o
negativo, aunque graficamente solo puede representarse su valor absoluto. Supongamos que la funcion a
representar es un armonico esférico con numeros cuanticos I=2 y m=0. En este caso:

r(@) = g-[}ms[ejg - ljl

x(8.4) = |rle)]-sin(8) cosl4)
Donde r varia entre 0 y «

O variaentre 0y nt

y ¢ variaentre 0y 2r

<--- Conversion a coordenadas
cartesianas

yl6.4) = [[8] | sinl6)-sinly)

=(6.4) = [1{6]]-cos(e)

Tomaremos 25 valores para 6 (comprendidos
entre 0y m). y 50 para ¢.

i=0.24
8= n-i
j=0.49
ez
¢] =2 ™
Xi,j = x[ei,dnjj
Yi,j = y[ei,q;j] i
Z. .= z(ei,¢j) 7

1,]

(L.Y.5)
Representar como ejercicio otros armonicos esféricos. A continuacion se dan las expresiones, sin normalizar, de los 5
correspondientes a los orbitales d:

Dz2(e 4) = (z-ms(ejz . 1)

Dx:z(@ ,¢:J = smiej-cnsiej-cus(qﬂ
Dyzl® 4] = sin(8)-cos(8) sinl4)

Dxzmy2(8,4) = sm[ejz-cc.s(z-q:)

Dxylr,8 ,4) = sm(ejz-sm(z-qﬂ
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Armonicos Esféricos

Pagina realizada por Olga Carabafio Castro
Vamos a representar los diferentes armonicos
Los arménicos esféricos son autofunciones comunes del operador

L2

y la componente del
del momento angular

L
z

Para ello definimos en primer lugar los polinomios de Legendre
|zal

1 2 2 el g
Pllm.m = —-Izl -p J ﬁ—'—r(P - 11]
1 dp
donde p=cos
g
Donde | toma valores enteros positivos y m toma valores desde -I hasta +l
Definimos seguidamente los armonicos esféricos como funcién de los polinomios de Legendre

iE-l 11— I im
Y(l,m,cp,e:] = ﬁ-elmd]-l:‘(l,m,cns(eﬂ

Realizamos la conversién a coordenadas cartesianas
all,m, 8.4 = |Y(l,m,4$.8)] sin(8]). cos(p)

Y(lrmre =¢':] = |Y(1!m=¢=ej | Sm(ejsm(qj:]

z(l,m,8.4) = |V(l,m,4.8)| cos(a)

Tomamos 50 valores para

g
entreO0y
n
y otros 50 para
b
a=0.49
b=0.49
a
Ba=m—
T
b
= P —
" 40

Definimos las siguientes matrices para hacer la representacion
X = x1,m,84,bb)

LA ¥l 8,41
Z, p = Lm0, i)

Ahora para representar los diferentes arménicos basta con ir variando los valores de | y m recordando
siempre que m toma valores entre -l y +l .

* Para |=0
*m=0
X = 2{0,0,84,00)

2

¥, = ¥{0.0.84.4t)
Z, 4= 20,0,84.4u)

E
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(XY, (XY,
* Para l=1

*m=0

X = 1{1,0,84,00)

2

LA 710,84, 4n)
Z, = 2[1,0,8,4,b)

E

-0a

A A
*m=1y-1 (notemos que la representacion es la misma puesto que representamos el valor absoluto)

X, 5" 1{1,1,8,, 0]
LR 71,184, 4n)
Z_ 4= 21,1,85.40)

2



0.1
murl L NN
|1 Lo
ll.l”“ E il
= -0.1
-0a = 0.2
0 gy
* Para |=2
*m=0
X, = x2,0,84,00)
¥, = 7{2.0.90.00)
Zyp = 2(2,0,84,b)
L 04
i ;':”' 0.2
-0
i -2
11 :'lrr _-04
-0a o )

(£L,Y.2)
*m=1ly-1
X 4= H2,1.80.00)

2

LI ¥12,1,84,01)
Z_ 4= 221,800

2
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Fo.l

na F-0.1
0
0.2

0.2 1] 0.2

(&L.Y.2)

(&L.Y.2)



-0a

A
*m=2y -2
X, = 12,2,8,.4m)

2

Ya,h = y(2,2,9a=¢h:‘
Z, 2(2,2,84.4m)

0.1
i
113
\ TIT
B-0.1
01 = =
(Y. 5
* Para |=3
*m=0

X,y = 43.0,84.0n)

2

Ya,h = y(3,ﬂ,ea=¢b}
Z, = 53.0,84.4b)

2
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0.2

A
Ty
0.1
L0

0.2

0 L-0.1
0.2

-0.2 1} 0.2

(L.Y.5)
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0.2

e, ,———
(1 i - -0.2
111 LI
] I
-0 A - &1
(HY.D (EY.2
*m=1ly-1

%, 1, = 43.1.84.0n)

¥, p= 731800
Z, p=2{3.1.84.4)

0.2
-01a
(X, V.7 (L.Y.5)
* Para =4
*m=0
X,y x(4,0,8,, 1)
LI 14,0,84,01)

Z_ 4= 24.0,84.4u)

2
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0.2+

-0.2 =

(X,¥,2) (L.Y.2)

Notemos que para |=3 y |=4 tendriamos mas representaciones; para |1=3 las correspondientes a m=2y -2,
y m=3y -3y para |=4 las correspondientes a m=1y-1, m=2y -2, m=3y -3y m=4y -4. Pero no podemos
representarlos con este programa puesto que nos permite hacer derivadas de orden superior a [+m=4.
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Representacion de los orbitales 3d

La representacion de un orbital atdmico no es posible, tal cual, ya que dicho orbital depende de tres
coordenadas (r, 6y ¢), por lo que necesitariamos una cuarta coordenada para represental el orbital.
Por lo tanto solo podremos representar proyecciones del orbital sobre diferentes planos.

Vamos a difinir los ejes de coordenadas (en cartesianas)

i=10.40
= 2001 +1

j=0.40

Yj = =20+

z]. = =20 +

Su conversién a coordenadas esféricas sera:

Riz,w,21 = xz + yz + 22

¢i,j = arglx + i-},rj]|
ei,j = arg(zj + i-x].1|

Radio de atbmico de Bohr:

a:= 0529
Orbital 3d z°
2 (5 cosfe)?- 1) 34
Wadzlr,8 ) = —— Fooslo)” -1/ 3a
31.@ &3.5
f. .= R[Ix.,D,z.j
1.] 1 ]

Representacion en el Plano xz ---->y =0

En el plano XZ, se cumple que ¢=0y ¢=r.

En vez de trabajar con estos dos valores de ¢, es mejor permitir que 6 tome valores entre 0 y 2.
Por esta razon, en la funcion probabilidad, para evitar el signo del sen(d), se afiade |sen(0)|.
Orbital

yidz2lr,0) = ¥3d=2(r,0,0)

‘-I-‘i,j = L|.r3d22[ri,j,ei,jj|

0
bl

-'g 10

e

il

=

] i

E

g

T

Nl

-20 T T T
-20 -10 i 10 20
r, angstrom (C)c X)
Lo

wy
Probabilidad

=iy 6 ) s ) [sinles )|



(7 ala) monsSuw 'y

r, angstrom (cjc x)

P
Orbital 3dxy
-T
2 _-
Yideylr, 4] = L _rz-sm(ej -sin(2-4) R
2lf2m 33.5

Representacion en el Plano xy ----> 0 = 1t/2

yaduy(r, ) = wzdacsr[§¢]
orbital
Wi, j= Wiy )

a0

._.
=
1

(A 2l2) wons3ue 1
? =

-20 T T
-0 -10 0 10 20

r, Angstrom (¢jc X)

wy
Probabilidad

Fi = wEM[ri,j’q’i:i]z'(ri,j]'z
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20
=
o
=
T2
¥}
=
9
=
——
o,
LgF]
e
e
=20
=20 i} 20
I, aNgsirom (C)c X)
F
F

Orbital 3dx%y?

=TI

1 lrz-sm(ejz-ms[z-qu _93.3
21070 a3.5

YIdx2y2r, 0 ,4) =

w3day2(r,4) = ‘-I-Gdﬂﬂ(r,g,qnj

Representacion en el Plano xy ----> 0 = /2
Wi = 1.|.r3dx25r2[ri’j,¢i,jj|
orbital

20

(A 2l2) wons3ue 1

-0

-0 0 20

r, Angstrom (¢jc X)

wy
Probabilidad

P, = vasars o [y
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20

(A al2) wrons3ue 1
T

=20

-0

r, angstrom (cjc x)

P
Las representaciones de las funciones dxz y d yz, son formalmente idénticas a la del orbital dxy

Orbital 3dxz

-I

‘-I-Tdez(r,El,q::J - ‘ﬁ _rg-sm[ej-cusiej-ms[qﬂ _EE
El-ﬁ a3'5

Orbital 3dyz

‘ﬁ _rz-smiej-cus(eﬁ-smwj_Ei
gl.\ﬁ a3.5

Y3dyz(r,0 4] =
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Integrales de Coulomb: Integrales bielectrénicas

La integral de Coulomb da cuenta de la energia de repulsion entre dos electrones de un atomo
polielectronico.Esta integral es compleja de resolver, si bien tiene solucién analitica. Se va a analizar su
solucion para dos electrones situados en orbitales 1s.

3
#lstd) = jg-e_ L1
n

La integral de Coulomb
tiene la forma

s ds0D)” S 2E+)

T 117 del- sin(81) dﬁl-d¢1-r22-sm(82) 492 df2
Il — 1.

dr =

.z
2 |t1 - 2]
n

Un método para resolver esta integral consiste en referir la posicién de la segunda particula con respecto
a la primera, definiendo un nuevo sistema de coordenadas (x', y', z'), centrado en la posicion de la primera
particula (ver Figura, lineas verdes). En este sistema de coordenadas la direccién del eje z', se elige de
forma que coincide en todo momento con la rl. Las coordenadas esféricas de la segunda particula seran
por lo tanto r12, w (angulo con z') y p (angulo de la proyeccion de r12 sobre el plano x'-y' con el eje x'). Por
lo tanto el elemento de volumen seréa

dt = rlzdﬂ-sm(elj dﬁl-d¢1-r122-dr12-sin(wj dwr-dp
De todas las coordenadas definidas, el sistema debe expresarse en funcion de 6 cualesquiera. Asi,
interesa seguir usando r2 y eliminar w . Trigonométricamente se sabe

r22 = r12 + r122 - 2-tl-#12-cos(w)

luego, como supondremos a rly a rl2 como variables independientes y a r2 y w como variables
dependientes, diferenciando
£2- e = 1l -£12- it w) - e

t2-

tl-112

situ W) - chwr- e =
luego
dt = 11 del sin(81) d81- dgl-12 de2-112-del 2 dp
2 2 T = 1412 T 2-m 2.7
el 4lstd.2) d‘::z—-J‘ e_z'z'rl-rldrl-J e_z'z'ﬂ-rzdrz-j ld.rIE-J- sin(el)deyj 1d¢1-J 1dp
It - 2| 2 0 ] 0 0 0

Las tres dltimas integrales son inmediatas, por lo que
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dr =52 -

1 12
|t - 22 0 0 |r1-12|

a 2 [ea] o2 11412
flsrl,Z) -dlsird, ) 6J’ o E'Z'ﬂ.ﬂ dﬂ.J’ g Q'Z'ﬂ-ﬂ drE-j

Estas integrales pueden dividirse en dos de igual valor. En un caso r2 $rl, y en el otro caso rl1 $ r2.Luego
podemos multiplicar por 2 y quedarnos con el caso r2 $ rl.

2 2 o o0 rl 412
s, 2 4s(2.,2)” lﬁ_zrﬁj S22, dﬂ'f E—z.z.rz_ﬂdﬂ_j | aels
12 -1l 0 rl {21l

Notese que el limite inferior de la segunda integral es ahora rl, ya que por definicién r2 $ r1. La dltima
integral es inmediata y vale (r1+r2) - (r2-r1) = 2rl, luego

y 2 el o]
dlalrl 2 -dlaed, 2 dr = 32-26-J . E-Z-rl_ﬂE drl-J- E—E-Z-ﬂﬂ drd
1l — 12 I:I =l

La solucion de la seginda integral es

1
j g Z'z'ﬂ-ﬂ d? asgume Z >0 — —E-exp(—E-rl-Zj

rl b
Por lo tanto, substituyendo:

" oo =]
2 2 1 _4z. 1 _47F.
dls(el) - d s(ed)” de = 32.2° —j e 4zr1-r13dﬂ+—-J |
] 22 Jg 222 0
el

g 4'Z'r1-r13 drl assume ., Z >0 — i

‘0 128.2°
e ]

. 4'Z'r1-r12 dil assume,Z >0 — L

"0 32.2°
Por lo tanto

1 3
32.26{_

1 5
—] simplify — —-2

: +
22 4

1
128-2 4-22 32-23

2 2
dlefel) -l ard) = E-Z
|11 - 12 g
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El Hueco de Fermi

Supéngase un atomo de He en una configuracion 1s* 2s’

Vamos a construir las funciones de onda antisimétricas correspondientes a esta configuracion,
suponiendo la aproximacion de electrones independientes

Carga Nuclear

Z=12
Orbitales 1s y 2s

15 -&rx
dls(f) = z e

=
15 -2
T (-2 e

ddalt) = ¢ )

427

Orbital atémico con la parte espacial simétrica
1
wi(rl 1) = E-(dﬂ s(e1) 42s(e2) + d1s(e2) f2s(eL))

En este orbital la parte de espin tiene que ser antisimétrica, lo que implica que S = 0.
La parte de espin no la escribimos ya que energia y probabilidad no viene afectada por ella
La otra opcioén es que la parte espacial del orbital atdbmico sea antisimétrica

1
Wt 12 = E-(qﬂ s(t1) 42s(x2) - $1(t2) 42s(eD)]

En este orbital la parte de espin tiene que ser simétrica, lo que implica que S = 1.

La funcién probabilidad se define como el cuadrado de estas funciones por el elemento de volumen. Si se
integra con respecto a todas las orientaciones posibles, se puede expresar la probabilidad mediante una
relacion semejante a la obtenida para el atomo de hidrégeno, cuando se dedujo la funcion de distribucion
radial. Esto implica multiplicar por 4nr? para cada electrén.

2
Farel &) = 4-n-r12-4-ﬂ-r22-q15(r1,r2j

PA(H] £ = 4-n-r12-4-ﬂ-r22-q.rﬂ(r1 ,r2jz

Definamos un rango de distancias entre 0 y 5 angstrom para cada una de las distancias
i=0.25

j=0.25

tl. =
i

[ PR

.
]

Ps; |= Ps(ﬂi,rzjj
Pa .= PA(ﬂ.,rz.j
i 7

]
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-
?,_'.
)
b
1] 1 2 3 4 5
Tistancia rl
Ps

La diagonal de estas representaciones nos da la probabilidad de encontrar a los electrones a la misma
distancia, y como se observa dicha probabilidad no es cero cuando el spin S = 0.

Pa

-
o
vy
=
=
b
1] 1 ] K] 4 5
Thistancia rl
Pa

Cuando la parte espacial es antisimétrica, S = 1. En este caso, la probabilidad es cero cuando r; y r, son
aproximadamente iguales, como se aprecia en las figuras superiores. Se dice entonces gque existe un
hueco de Fermi alrededor de cada electron, indicando la existencia de una region en la que la
probabilidad de encontrar otro electron con el mismo espin es cero.
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La Molécula H,"

Orbital atébmico 1s

1 -
plalt) = —-e !
J
-1
Els = —
2
Integral de solapamiento:
R:=001,002.10

2
(R = e_R{l +R+ R?J

1 T T T T

SRY 05 —
| | !
a
0 2 4 i s 10
R
Integral de Coulomb
-JR1+ER
a(F) =Els+ e R 1
E
T T T
10
o R)-Els
a
N S
I I I
a 1 2 3
E

Integral de resonancia

BCR) = [Els + %]-S(R} e Raem

0.5 T T T T

Se obtienen dos soluciones
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 2E + BR)
Ep(F) = 1+ S(E)
_ (R - p(R)
EnE) = - SR
02 b
Ep(R)-Els
ﬁ}—Els 01
—
L
] ] ] ]
0 2 4 6 3 10

Construccion de los Orbitales Moleculares
OM enlazante

{#ls(ely + flacez))
te

(#1s(et) - s

ggls(rl 12 =

-

OM antienlazal

>

ol sl 13 =

=lie

Con objeto de representar estos orbitales hay que tener en cuenta que estamos usando coordenadas
esféricas y debemos hacer la transformacion a cartesianas. Ademas situaremos nuestro centro de
coordenadas en un punto situado sobre la linea que une a los nucleos y equidistante a ellos (ver Figura).
La representacion se efectuara en el plano x-z

Las distancias rly r2 estan referidas a las posiciones de cada nucleo en

dicho plano x-z seran:

2
Rd(x,z,E) = x2 + [z+ %)

Vamos a crear una matriz de puntos x,z, de forma que tengamos 120 puntos a lo largo de eje z (12
unidades atomicas de distancia) y 60 puntos a lo largo del eje x (6 unidades atémicas de distancia)
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Xi = 5

Si la distancia internuclear es

=12

Las posiciones rl y r2 del electron sobre el plano x-z seran;
rl. . := Rd[:x.,z.,Rj

:

21] Rd(x = R]|

y por ultimo los Orbitales Moleculares
Wogj 1= Ggls(rl r2 ]|

1-I-fu:'ru_],l.— u:mlsl:rl JrE J]I

M1 1‘“".“" -
ATl
ﬂli il .'-"

40 H 0 Wou

Toua
La probabilidad sera

2
Pujgj,i = Ggls(rli,j,ﬂi,jj 'ﬂi,j'rzi,j

Pu:mj,i = mls(ﬂi,j’ﬂi,j]z'lzﬂi,j'ﬂi,jjl
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i

i ﬂl'.ll’l'n".l’l'l'.l_;l'.l i
0 #h '1.1"‘.'1?1‘1“?1‘#.1".11"

Fog
-"J"" A
0.04 ,I,‘Ha i
AL s
i
0.02
0 ]
0 0 0 =L 15 30 45 0
a0
Pou
Pou
Vamos a representar la funcion probabilidad a lo larfo del eje z, (hacieno x=0).
ni T T T T T
Pog; 15
nos -
PD'L'I.J 15
| |
1]
_6 —4 —2 |:| 2 4
Zj
— Enlazante

— antienlazante
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Funciones de interpolacion de spline cubico

Este ejemplo permite demostar como funcionan las funciones de spline y interp de MathCad.
En primer lugar necesitamos introducir un conjunto de datos X-Y:

i:=10.13

Ki = Yl =
0] 0
1| 26
El (316
4| 57 57
B R4 36
& | 1663
2 | R0
11| 472
1z | 50,03
13 | 0 33
14 | 50 20
16 | 7118
17 | R 27
ER 77 65

Las funciones de spline cibico suponen que dos puntos consecutivos estan conectados por un
polinomio de tercer grado. Por lo tanto se necesitan 4 coeficientes para construir dicho polinomio
entre cada pareja de datos. Dos de los coeficientes se obtienen de los propios puntos, los otros dos
obligando a que las dos primeras derivadas sean continuas en dichos puntos. Sin embargo, los
coeficientes de los puntos extremos quedan indeterminados, por lo que se requiere una condicion
adicional.

21 = lsphne 2L, 1)

Condicion lineal en los puntos extremos

22 = papline (20, 1)

Condicion parabolica en los puntos extremos

23 = cophne (2, Y

Condicion cubica en los puntos extremos

S1, S2, S3 recogen los coeficientes de los polinomios de spline. Necesitamos definir las funciones
de interpolacion

fliz) = mterp (31,3, Y, x)
2(x) = merp (32,3, Y . x)
B30z = mterp (33,3, Y, x)

Estas funciones pueden utilizarse para efectuar calculos puntuales:
fl{o5) = 4236

f2{9.35) = 42361

f2{9.35) = 42361

0 para representarlas graficamente, como funciones continuas
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|
dates 3-T
lapline
pepline
cepline

ANE
L
]

Las funciones difieren solo en los extremos.

Estas funciones son de interpolacion, y no de extrapolacion
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La funcion root (Célculo numérico de las raices de una funcion)

Supongamos una funcion como la siguiente:

f(x) = (5 - He - 40
r=-1-095 5

p

fix)

X
Vamos a calcular las raices de esta funcion, es decir, los valores de x que hacen f(x) = 0. MathCad
dispone de varios métodos para calcular esto. Uno de ellos, el mas sencillo, es el método de Newton, en
el cual se basa la funcién root de MathCad

El método de Newton es un método iterativo. El método consiste en partir de un valor aproximado a una
de las raices, por ejemplo:

xapro =3
%l = root i xapra) , xapro)
xl = 2991
xapro = 46
2 = root(fxapra) , xapro)
x = 4597
2T
o 1 :
= 4 6
fix)
fiz) -20
el
_4|:| 4

w,xl
Siendo por lo tanto x1 y x2 las soluciones vuscadas.
El método de Newton no siempre converge, o, a veces la solucién no es muy precisa, por lo que se hece
necesario una comprobacion de la solucion obtenida, ya sea grafica o numéricamente

flxl) = 1803 % 100 8

fixdy = -1 018 » 10
Supongamos que necesitamos una solucién mas precisa. Esto puede controlarse con la funcién TOL, que
por defecto tiene un valor de 0.001. Esta funcién determina el limite de convergencia entre interacciones
sucesivas y por lo tanto el cese del calculo numérico. Por ejemplo:

xapto =3

¥ = root i xapra) , xapeo)

@ = 45965338624

fixd) = -3323 % 10

Notese que el resultado de f(x2) difiere del anterior, ya que se ha partido de un valor de prueba diferente.
Hagamos:

]

4
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ToL = 107 1L

y repitamos el célculo
¥ = root i xapra)  xapro)
x = 45065282431

f(xZ) = 1585 » 10" H

La solucion x2, difiere solo en la quinta cifra decimal, pero f(x2) es mucho méas préximo a cero que en el
caso anterior, es decir, la solucion numérica es mas precisa.

Si el valor inicial esta muy alejado del real, la funcion root no siempre permite obtener soluciones validas.
Por ejemplo:

xaprol = =3

xaprod = 40

toot i xaprol)  xaprol) = 2991

rootl fixaprod) ,xaprod) =

El método de Newton utiliza el siguiente algoritmo:

d
dfid dxf(xj
Se define la derivada de la funcién
= 2
Se propone un valor inicial
1=0.11
y un rango

Algoritmo
iterativo

T.2ar
B.546
5916
5.382
4972
4716
4,613
4.597
4497
4597
4.5497

Veamos otro ejemplo. Sea la funcion

fid) = x3 + E-xz - 122 - 30
x=-105,-104.4
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fi I t t {
B e 76 -5 e 3
—200—
x
xapro = =3
xl = root(fxapro) , xapro)
xl = -1.157
o= too M LXApto
(xapro — x1)
= 2713
fi
3= roo (xapro) LXapro
Crapro — x10-Cxapro — 2

0= 0555

fix) E

i

fix) i./

fly 15 -5 T

fx) T

-200 -

x,xl s
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La funcion gamma de Euler

La funcién gamma de.EuIer define la integral siguiente

(el
(g = j Ebaky
0
Esta funcion esta implementada en MathCad
I3z = 2424
La funcién gamma no esta definida para enteros negativos. Para argumentos enteros se cumple que I'(x)
= (x-1)!
1=-5,-4999 &
fig) =z - 1)
z=1,2.8

100 -

Tix

fiz)
eoe : l

X,Z

Una relacion interesante de estas funciones, que la relacionan con la funcion factorial es:
[ |

Iw=ix-10-Tx-1)

Por ejemplo:

(53 = 33078

43.T(45 = 38078

También:
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La funcion if. Funciones discontinuas o con indeterminaciones

Con frecuencia es necesario utilizar funciones discontinuas o que presentan indeterminaciones para ciertos valores de
coordenadas. Esto sucede con la funcién sen(x)/x en x = 0.

Esta funcién esta indefinida para x=0, si bien tiende a 1 cuando x tiende a cero. Una forma asignar el valor 1 a dicha
funcién en x = 0 es mediante la funcion if

La funcién if tiene 3 argumentos separados por comas, el primer argumento es una condicion, en este caso una
igualdad logica (Ctrl+).

Si dicha igualdad se cumple la funcién toma el valor del segundo argumento, en caso contrario la del tercer
argumento.

hix) = if[x: 0,1, Sm[x]]
H

n{o) = 1

%= -20,-199. 20

hiz)

_|:|5 4

Supongamos que queremos construir una funcién g(x), que para x<0, tiene la forma de h(x), pero que para x>0,
adopta la forma exp(-x/3).
=X

aix) = iflz < 0, hix) e °
1

05
gix)

- l I I
L 20 -1 0 10 20

Esta funcién puede ser integraga o diferenciada como cualquier otra funcién

20
J’ ofzx) diz=4.544
-2

d
d e
() dXg[X]
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05 T T T

doix) 0

- | | |
o 20 -10 ] 10 20

X
La funcién derivada tiene una discontinuidad en x=0, como es de esperar
La funcién if puede ser aplicada reiteradamente. Supongamos que de nuevo, para x>9, la funcion tiene la forma h(x)

El=) =1(=z> 9, hixz), glz]]
1

ns
Eix)

- l I I
L 20 -1 0 10 20
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Ajuste de curvas polinomico

Este documento muestra coémo ajustar una funcién cuadratica a un conjunto de datos. Esta misma técnica sirve para
otros tipos de ajuste de curvas y para la regresién maltiple (una regresién con varias variables independientes).
Primero lea los datos a partir de archivos externos:

x= READPRN["datal prn")

¥ = READPRM ["datal prn" )
Ambos archivos deben tener el mismo tamafio
lengthiz) = 100

lengthi¥] = 100

M = length|z)

Ajuste lineal simple

cott(x, ) = 0.957

= slope (¥, ¥)

b = intercept(x=, ¥]

lineal[2] =m-x+h

Calcule el error cuadratico medio:

—_

ECS] = Z[[y _ fineal(x]}]
ECS]

ECML . m

ECMp = 1.914 % 107

Ajuste cuadratico utilizando operaciones de matrices
Cree una segunda variable (x%) y una matriz X :

oy
= [X2]
i=0.MN-1
Xn=1

Ry
%2}: bt

O (P e v
3753 % 107
b=| 2153

0.439
Curva ajustada:

quad(z] =bp+byx+ hg-xE
Calcule el error cuadratico medio:
—_—

ECSg = Z[[y— quad(x))]

ECSyg
ECMQ i m

ECM - 8.204 « 10°
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Trazado de las curvas respecto a los datos

Tineal 2;]

i

quadx;)

Xi X
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Filtrado de una sefal con una FFT

Defina la sefial:
1=10. 127

5 = sin L-H-: + COs L-IB-:
123 123

Afada algo de ruido:
s=gj+tnd(d) - 1

Tome la transformacion discreta de Fourier:

f = fft[s]

j=0.¢64

o= 2.5

... Defina el umbral de supresién de ruido espectral.

<« Sefial

<« Ruido

Filtre y tome la transformacion inversa:
5= ¢ ([fj - )

hr = ifft[g)

(=




-79-

Trazado de histogramas -- Lanzamiento de una moneda al azar

Vamos a definir la siguiente funcién
La funcién rnd(1) retorna un nimero aleatorio entre 0 y 1.

La funcién de Heaviside ®(x), retorna 1 si x>0, 0 0 si x<0.

lanzamiento(n) = % (tnd| 1] - 5)

Esta funcién retorna de forma aleatoria 0 0 1, y simula la cara o cruz en el lanzamiento de una moneda
n=10.5

lanz amietto (1)

Si repite esta operacion varias veces vera que el resultado siempre es diferente
Vamos a efectuar 200 jugadas en las que realizaremos 6 lanzamientos por jugada
Mugadas = 200

... 200 jugadas, con 6 lanzamientos de moneda cada una.

lanzamientos = 6

1=1. jugadas

k= 1. lanzamientos

Caras; = Z lanzamienta( 1)

k
... NUmero de "caras" por jugada
Los resultados tienen este aspecto:

B I I I

Caras

Lo o I m

i | | |
0 5 100 150 200

Vamos a crear ahora un histograma:
kl:= 0. lanzamientos + 1
intervalos,y = ki

... Limites del intervalo

frec = hist[intervalos , Caras)

k= 0. lanzamientos
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T T T T T
B0 -
frec,
i
i == ] ] ] | ]
-1 1] 1 2 3 4 [
k
Tabla de frecuencias
|r 2 %
13
a4
frec=| 64
47
1h
L,

El vector frec nos proporciona el nimero de veces que sale
0 caras por jugada (7 veces),

1 cara por jugada (10 veces)

2 caras por jugada (44 veces)

3 caras por jugada (64 veces)

4 caras por jugada (47 veces)

5 caras por jugada (27 veces) y

6 caras por jugada (2 veces)
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Ajuste de curvas no polinédmicas

Supongamos un conjunto de datos x1,y1

2 21

f 35
=8 wl=| 42

11 43

14 464
N = lengthixl)
=23
y supongamos ademas, que estos datos se adaptan al modelo representado por la funcion
Frx b By =

(B+®

Siendo A y B parametros desconocidos, los cuales seran obtenidos por ajuste numérico. La desviacion cuadrética
media se define
N-1

BAB = (vl - f(xli,ﬁ,Bjjz
i=0
Es necesario introducir valores de A y B aproximados
&=8
B=4
3CALE) = 00744
Given

Se necesitan también tantas relaciones como constantes de ajusta. La relacion A>0 es arbitraria y podria haberse
utilizado, por ejemplo B>0 o0 A>B etc.
& =0

Sa B =0

& i
Bl el & B

& = 5768
Valores ajustados
B =352
30ALB) = 00611

& T T

fiz, & B

X

| |
. a 3 10 15
x,xl
Estimacién del error en la determinacion de las constantes Ay B
-1

ca=y [j—hﬂ:xli,ﬁ,B)]z

i=0
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H

CB = Z

- y
[%f{xli,A,Bj]
"y

CAB = Nf [[j—ﬂf'[[xli,ﬁ,Bj].[j_Bf(xli,ﬁ,E]ﬂ

i=0
o[ ca caB
“loaR cB

1

1

-

D=0
Parametros
p=12
AL B
H-p
Coeficientes

Gﬁ:=cm
UBZ=Gm

D1,IZI

EI,EI'DI .1

A = 5768

oh = 028

Luego A =5.768 " 0.28
E = 3.326

oB = 0.554

Luego B =3.526 "' 0.554

p = 09357

Dependencia entre los parametros.
Un valor igual a 1 indica que los parametros son dependientes y por lo tanto no pueden ser calculados

i=0.H-1

o=

D

f T T

5 — -
fix, & . B) 4= —
” . )
o i _
fix, b+oh B-oB) -
fix, b—ok B+oB) | |

1 — p—

| |
i
] 5 10 15

b d
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Funciones de distribucion de datos

Distribucion Gaussiana:
La funcion Gaussiana o funcién de distribucién normal viene dada por:

I

T
2 2
Jimo io

Donde p es el valor medio y o la desviacion standard. El caso especial en el que p=0 and o=1
(dnorm(x,0,1)) se conoce como Gaussiana standard. Cualquier distribucion Gaussiana puede

expresarse de acuerdo a una Gaussiana standard mediante el cambio de variable z = (x-p)/c.
x:=-20,-19.5.20

0.4

dnu:urm[x, |.L,l3:] =

drora(x, 1,40

dnorm(x, 0,13 2

drorrax, 2,20

n
—20

20

La probabilidad de encontrar un valor x, comprendido en el intervalo [x, x+dx], viene dada por:
dnorm(x,u,c)dx.

Lo anterior es rigurosamente cierto solo en el limite dx ---> 0, aunque es también una buena
aproximacion para dx finito, siempre que dx << c.

Una propiedad de esta funcion es su caracter simétrico, es decir dnorm(x,u,c) = dnorm(2u-
X,l1,0)

dnorm(4,2,3) = 0.106

dnorm(2-2 - 4,2,3) = 0.106

La probabilidad de que x sea menor que a, segun una distribucién Gaussiana viene dada por:

a
pnu:urm[a,p.,u:fj = j dnu:urm(x,p,ujj o
— oo

prorm(0.5,0,1) = 0691
y=—4,-398.05

r=-4,-39 4
1 04
promay, 0,13 dnorm{y.0,1)
» 0.5 5 » 02 .
prorax 0,17 dnommlx,0,1%
D-S 0 3 D-S 0 5
VXX VX

A esta funcidn se le conoce como funcion Gaussiana acumulada. La probabilidad total seré:
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pnnﬂn(m,-’-lj:] =1

pnnﬂn(m,ﬂ,lj =1

Podemos expresar la probabilidad de encontrar el valor de x comprendido en el intervalo [a,b]
(a<b) como:

ﬁP(a,h,p.,G:] = pnu:urm(h,p.,uj) = pnu:urm(a,p.,ujj

AP(-05,1,0,1) = 0,533

yo=-05-049 1

1 04
promay, 0,13 dnorm{y.0,1)
» 05k = a 01k _
prorrax, 0, 1) dnormlx,0,1%
D-S 0 3 D-S 0 5
VXX VX

A menudo, es necesario determinar la inversa de la funcién pnorm, es decir, el valor de a, tal que
la probabilidad de que x<a, tenga un valor concreto p.
apto = 5

TOL = 107 1!

qnu:urtn(p,p.,ujj = mu:ut(pnuﬂn(apm,p,cj = p,apru:u:]

La funcidn root necesita de un valor de prueba, que llamamaos apro (valor aproximado de a), la
funcién gnorm, retorna el valor correcto de a aunque esta es una funcién numérica que en
ocasiones necesita de un calculo refinado. La funcién TOL:= 10™, controla la precicién del
calculo.

Veamos como funciona. Imaginemos una distribucion standar, para la que queremos calcular el
valor de a, tal que la probabilidad acumulada sea del 95% (p=0.95). Vamos a empezar con ap =
0.5

gnom(095,0,1) = 1645

Podemos ahora calcular que efectivamente, para esta distribucion, la probabilidad de que x<a es
del 95%

prorm(1.645.0,1) = 095

Las funciones pnorm(x,p,c):=ay gnorm(a,p,c):=X, son por lo tanto funciones inversas.
Generacién de un conjunto de datos de acuerdo a una distribucion Gausssiana.
Existen muchas situaciones en la que se necesita generar puntos distribuidos de acuerdo a una
Gaussiana.

El método de Box-Muller permite generar desviaciones normales con media y desviacion estandar
aplicando la formula siguiente

La funcion rnd(x) genera un numero

aleatorio comprendido entre Oy 1

anu:nrm(p,cj =R+ U-\J'W-cusbm-md(ljj

Veamos un ejemplo:

po= 10

=2

N = 10000

NUmero de datos

i=0.H

z = annrm(p,cj
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Si chequeamos nuetros datos

meatz) = 10.09

stdewiz) = 2014

Estos valores no son los exactos debido a fluctuaciones, lo que se debe a que el nimero de datos

de que se dispone es finito.\VVamos a representar una fraccion de nuestros datos:
ip = 0,1 500

40 T

_n |_

ip
Esta representacion se parece mucho a lo que se ve en un osciloscopio cuando se dispone de un
buen amplificador. Este tipo de curva esta afectada por lo que se denomina ruido, y consta de una
banda centrada en p, con anchurade ~5c. Vamos a comparar estos datos con una distribucion
Guassiana

i=0.99
X = SO+
=01
X, =%+ o

i+1 i
X representa una cierta anchura de banda. Nuestros datos los vamos a dividir en 100 grupos o
intervalos (i :=0..99) distribuidos desde u+5c hasta u-5c. Dicho agrupamiento se hace con la
funcion hist(x,z) (histrograma de x,z). Esta funcion crea un vector de 100 puntos, en el que en
cada elemento representa la frecuencia con la que aparece cada valor de z.

f = hist(x,2)
La distribucion Gaussiana tedrica sera

el
ﬂi = N-fx dnorm T,p.,u:

Si representamos fy 12
500 T T T T T T T
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Intervalo de Confianza

Una medida cientifica no esta completa si no se estima el error que conlleva. Si se conoce la
desviacidn standar, la funcion gnorm nos permite realizar una estimacion de esta cantidad.
Vamos a definir la funcion:

Esta funcion nos da el Intervalo de confianza para una distribucion normal, donde p es el nivel de

qnnr&m(—l H U]
s

[1+p ]
ebelmsdl T,p.,uj

Intervalo (p 2 |_L,U) =

Notese que:
bl Clhmepl
2 2

Luego esta funcién nos da los valores de x (superior e inferior) que encierran una cierta
probabilidad de

encontrar un resultado.

Calculemos el intervalo de probabilidad para un limite de confianza del 95%

Recuerdese que apro y bpro son valores de prueba, y necesitamos modificarlos hasta que se
obtiene una solucién convergente

-1.04
Intervalol0.95.0,1) =
196

Es decir, el 95% de los datos estan situados en el intervalo de x que va de p-1.96c a p+1.96c.
Para nuestros datos

L-19%c=-362

L+ 1960 = 2568

bajo
= Intervalu:u([l.gj : |.L,l3)
alto

[bajn] [ 568]
alto 1568
= ﬂu:u:ur Bo= G:] ﬂu:u:ur(p. o G:] + 1 ﬂu:uu:ur(|.l.+ 5 lj:]

_ floorbaje 1M floowbajo-10) L0l floow alto- 1)
10 | 10 o 10

n0d -
Emrm{y,u,ﬁll

dnorm(x, 1)
== 002

I
=40 -20 0 20 40 ll]

¥.x

La region sombreada es la correspondiente a un intervalo de confianza del 95%

Con esta expresion calculamos la fraccion de puntos experimentales que estan situados fuera del
intervalo de confianza. El resultado debe ser proximo al 5% (0.05). zi<bajo da 1 si es verdad y

cero si es falso.
H-1

%. >7 [[7< bajo) + (5> ato] ] = 00485

i=0




-87-

De esta forma se puede estimar el error (Confianza) si ¢ es conocida. ¢Pero como se determina
esta magnitud?

En muchas aplicaciones estadisticas se necesita conocer el valor de . Este valor no se puede
medir experimentalemente, pero es posible estimarlo mediante un nimero finito de medidas.
Vamos a repartir nuestros datos en conjuntos de Ns datos.

Ha =4

Numero de puntos por conjunto de datos

Numero de conjunto de datos. Es decir, nuestros 10000 datos lo vamos a transformar en 2500, de
forma que cada punto es en realidad la media de 4 datos.

<[5

Ht = 2500
k=0.Nt-1
Creamos un vector, promedio, en el que cada dato es en realidad la media de 4 datos.

Para este vector:
HMa-1

; 1
prnmedmk;m- Z th-j+k
jisdl

meaty promedio) = 10092

stdevpromedio) = 4012

Estimacion de la desviacién standard de una distribucién a partir de un conjunto
de datos

Primero estimaremos la varianza mediante la siguiente expresion:

Esta funcion determina la varianza de cada uno de los Nt conjuntos de datos
Ma-1

Z (th-j+k =5 pru:umediu:uka

i=0

wat, =
k Ms-1

El valor medio de la varianza es una buena estimacion de *

meatvat) = 64144

52 = a4

La funcién de distribucién Chi al cuadrado, y*

Esta forma de calcular la desviacion standard, o, es correcta para otras funciones de distribucion.
Sin embargo, para saber lo buena que es la estimacion de o, necesitamos conocer cual es la
distribucion de las varianzas de la muestra. En teoria estadistica se comprueba que la funcion de
distribucion para la varianza de las muestras, puede ser expresada en términos de la funcion de
distribucion x2 ( funcion chi al cuadrado) definida como:

En esta funcion x> =0y d es un entero >0, llamado grados de libertadd.

El simbolo I'(d/2) representa la funcion gamma de Euler de argumenro d/2.

T E_l
[ 2 X 2
chifx,d) = —(—j

Vamos a comparar la distribucion observada de los valores de las varianzas de las muestras vary,
con las predicciones de la distribucion

m=0.100

fx = 0.04
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ro=femo
T

Esto nos permite crear segmentos espaciados 0.04c°

F = hist(x, vat)

Introducimos las varianzas en dichos segmentos

Creamos una variable de intervalo m, cuyo tamafio es uno menos que el nimero de segmentos.
m:=10.99

d=HNa-1

Grados de libertad

Esta expresion nos permite predecir, de acuerdo a la distribucion 2, el nimero de puntos en cada

segmento centrado en el valor (Xm + Xm«+1)/2

D.ﬁ-[:xm + ol

F2 = Ht-0.04-d chi| ——-d.d
I

100 T T T T T T

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

Esta gréafica nos ensefia que si el tamafio de la muestra de datos es pequefio, el valor de la
desviacion standard calculado puede ser muy diferente del real. Lo normal es que el valor o
calculado sea inferior al real. Este error es bastante frecuente.

Para comprobar este efecto, vamos a calcular con que frecuencia nuestros valores medios (avg)

difieren una cantidad superior a 2c del valor c.
Cantidad superior al 5% (13.8%) que es lo que cabe esperar para una distribucion normal.

1 At

S romedin, - |>2- s =4l
Ntz |p e Mz
k

Si usamos el valor verdadero de
Lo que es proximo al 5%, como cabe esperar para una distribucion Gaussiana.

2
ﬁz { ‘pmmediuk - |.L| > EJ%J = 00508
k

Por lo tanto el problema sigue existiendo, ya que no es posible estimar el error, si ademas tenemos
que calcular también o a partir de los datos experimentales. Para resolver este problema suele
utilizarse la distribucion t de student.

Distribuciéon de Student:

La distribucion de Student se define como la relacion:



-89-

ds(z, 1)

dsix, 5]

dsix,10m 02|

drormx, 0,10

™
0 o ] ] ] B e

X
La distribucion de student tiende a la distribucion Gaussiana normal cuando d tiende a infinito
Podemaos definir las funciones acumulada y acumulada inversa de Student, de forma simular a
como se hizo con la Gaussiana

1
pafa,d) = J- delx, d) dx

gs(p,d) = root(ps(apro, ) - p,apro)

psi318, N5 - 1) = 0975

qa(0975 Ns - 1) = 3182

Podemos también definir el intervalo de confianza como

l-p
g ,d
q( 2 j

l+p
g .

Por ejemplo, los valores de x para un intervalo de confianza del 95% son, como el de nuestro
ejemplo son:

-3.182
InterS(0.95, Ns - 1) =
3182

Interd(p,d =

Llamaremos

rango = 3.182

Vamos a chequear la fraccion de medias de muestras que difieren de u mas que el rango predicho
por la distribucion de student.

1 van
— E ding — p| = | —— | = 00524
= |prume Oy |.1.| rango =

k

Muy proximo al 5% que cabe esperar
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Integracion y diferenciacion numérica de datos

En primer lugar, vamos a generar un conjunto que datos que simulen los obtenidos en un experimento.
Asi, a partir de una curva Gaussiana ,

P
i 2.??3.["_:“]
Gz, I h,xm =Te

vamos a simular un espectro
i:=0.100

(420 - 190y 4
100
A, = 0(34,2,30,240) + G{33,1,40,290) + G(3;,0.5,40,310) + G[33,0.5,50,350)

A;=190 +

a5 T T T T T
-'-ﬁ-'ll 2 m ==}
%;,2,30,240
: o ) sk .
G[rg,1,40,200)

G[r,05,40,310) 1 -
-G[:h,l,lilj S o
0 ST AS PR
150 200 250 300 350 400 450
A

La funcién de spline cubico, nos permite transformar este conjunto de datos en una funcion de
interpolacion, que a todos los efectos se comporta como una funcion analitica

V = lspline(, A)

f(#) = interp[V A, 4 %)

3 T T T T
a2 i
[

----- 1 s el
i ] | |
130 200 250 300 350 400 430

A
La funcién f(x) puede ser integrada o diferenciada, utilizando los algoritmos que MathCad utiliza para
diferenciar e integrar funciones analiticas

Integralixl =) = j
X

IntegralAg, Ajastrny) = 154321
%= 275,276..330
Integral/275,330) = 57.27
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3 T T T T
2 L —
&y
fix)
A 1 _
1}
150 200 250 300 350 400 450

li,x

Aj
La derivada nos permite calcular los maximos y minimos de la curva
xa = 300

zl = root{Dervadaxa) ,xa)

xl = 296.048

xa = 285

o= mﬂt[—Deﬁvada(xa) ,xa]
xa - xl

= 26707

xa = 244

5 e ron Detivadalxa) ,xa}

(xa — x1)-(xa — %2

15 = 240833

y=0,01.2

150 200 250 300 350 400 450
Ag.xlx2 63




-92-

Ajuste de datos a una recta

Supongamos que tenemos una serie de datos X-Y los cuales queremos ajustar a la ecuacién de una recta.
Sean 10 los datos experimentales.

1=0.19
Nuestros datos experimentales pueden corresponder, por ejemplo, a absorbancias (A) y a concentraciones (C).
A= (5=
0.29 0001
057 N
0.8 0003
1.05 00004
1.4 .0005
166 0006
1.92 0007
21 0008
25 0009
277 [N

Representacion de los datos

3
(]
2 - —]
& o
coo o il
(=]
i
0
I:I o,
] AT 0001
|:.

En formato de grafica, seleccionar tipo=puntos y simbolos=circulos

Pendiente del ajuste lineal
1= slope [, A)
m=2.739 x 10°
Ordenada en el origen
b= intercept(C, A)

b= -6.667 % 1077
Coeficiente de correlacion
cart [, &) = 0.999

Construccion de la recta teérica

flz]=b+mz

3 T

A4
QD

1.0

0ozt 4wt

g0t

0001
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Vamos a calcular las diferencias entre cada punto tedrico y el experimental en tanto por ciento:
o a1l
Diferencig = ————
L

n1

Dafevencia; [5
I

""" i Ml

0 20t 410t g1t gt 0001

En formato de grafica, seleccionar tipo=error para llas dos primeras representaciones. Esto dibuja la diferencia entre
ellas

Valor medio de las diferencias
1L = mean | Diferencia)

= 4438y 1073

Desviacion standard

v = stdev| Diferencia)

o= 0032
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Gaussianas y Lorencianas

Las curvas G(x) y L(x) que se muestran a continuacion definen las denominadas curvas Gaussianas y Lorencianas,
respectivamente. Estas curvas tienen forma de picos.

= 2_??3.( -l J
L)

I

2
L 4-[X'm]
W

Donde I, w y xm representan, la altura, anchura y posicion, respectivamente, del pico.

Gz, I, w, xm] =le

Liz,1,w, mm] =

z=10,1.50
1 T
G(x, 1,10, 28]
05 —
Lix, 1,10, 25)
oL i
1] 20 40
X

Estas funciones pueden ser utilizadas para construir curvas mas complejas.

Supongamos que tenemos una serie de 26 Gausianas separadas entre si 10 unidades de x

1=0.25

= 101+ 1)

Supondremos las alturas de estos se rigen por una funcion del tipo: (Maxwell-Boltzman)
-1-[i+1)

e e L
Por Gltimo supondremos que las anchuras de todos estos picos son iguales
w=5

La curva total sera
FG(x] = Z Glx, I, w, )

i

z:=10,0.1. 300
10 T T T T
FG{x) b =
0 ! ! ! L
1] a0 100 150 200 250 nn

X
Los espectros de microondas de moléculas en estado gaseoso se adaptan bien a este tipo de curvas
Para picos asimetricos, es posible construir curvas como trozos de otras curvas. Ver la funcion if
Lafz, I, wl wi xm) =if[z<mm, Lix, [, wl,mm), Lix, I, w2 )
z=10,1.100



Lafx, 15,10, 30, 500

1

100
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Alisado de curvas

Defina la sefial:

fn= 200
1=10.n
o=

] H k|
qi = sm| — 147 | + cos| — 191
128 128

Afada algo de ruido:
5= i+ rad(2) — 1

| | |
#

Existen diferentes métodos de alisado o smooth de una curva, dependiendo del tipo de ruido que afecta a la sefial.

Una opcidn es utilizar filtros del tipo TTF . Otra opcidn, quizas de las méas utilizadas y descrita en este ejemplo es

utilizar un nucleo Gaussiano, que consiste en lo siguiente:

Se define la siguiente funcion

de tipo Guassiana

i t_z
1 20372
B e

0374f2-1
Se define una anchura de banda, b.
El valor de b >0, debe abarcar varias veces
el espaciado de x, y su modificacion nos
permite controlar la magnitud del alisado
k=3
Por dltimo se calcula el vector de
datos alisados mediante:

n w—
> K[l J].s]-
b

K(f) =
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En versiones superiores del MathCad, este algoritmo se encuentra implimentado como funcién de usuario
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Manejo de datos y trazado de histogramas

Supongamos que en cuatro localizaciones (A, B, C y D) se realizan 6 medidas de determinada variable espaciadas
temportalmente. Los valores obtenidos se introducen en 4 vectores que llamaremos A, B, Cy D

i=0.5

<o Variable de intervalo para el nimero de medidas

Be= B; = A= D =
2 | 1] 2 | 2 |
4 4 B] 5]
] 2 1 3
7 B ] B
b ] 4 3
3 3 3 b]
10 I I 10 I I
b B — B B —
NN NN
LU | Lol |
1] 2 4 b 1] 2 4 b
i i
10 T T 10 T T
Ci - — Iy b —
NN NN
L H L H H
1] 2 4 G 1] 2 4 G

Vamos a unir estos vectores en una sola matriz
M2 = augment[4 | B)

M3 = augment[ M2, C)

M = augment[ M3, I

La variable i representa ahora el nimero de filas, necesitamos definir una nueva variable de intervalo para las
columnas
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f2 12 2)
4 455
52113
M-
T 5 6 %
80413
V33 3 8
1=0.3
Cualquier término de la matriz puede visualizarse en base a los indices iy j
Mﬁlas, cohmmnas
Mgl 3=13
La matriz M nos permite representar las columnas, como se ha hecho antes o las filas
10 T T T 10 T T
Mio 8 - Mp; 51 =
i i
0 m | L H 0 L l
1] 2 4 k 1 2 4

1 ]
La funcién mean(x) nos da el valor medio de un vector
mean|A] = 4.633
mean|B) = 2.5
mean|C) = 3.5
mean (D) = 4333
Esta funcién tambien nos permite calcular el valor medio de la columna de cualquier matriz. Una columna de una
matriz puede extraerse mediante:
Que evidentemente
es igual al vector B.
Ademas

mean[l-.-![{]}] =14
£17

4

mo|é
5

0

'\3 A
Imagenimos que queremos calcular los valores medios de las filas, y no de las columnas de la matriz M. Para ello
calculamos la matriz traspuesta de M

T M
me-m[T{D}] = 175
mean[T{]}] =45
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24 5 7 8 3

1 42 50 3
T

2516 43

25 35 3 8

me-m[T{z}] = 2.75

mean[T{g}] =575

Vamos a unir ahora todos las datos de los vectores A, B, C y D en una sola columna, que llamaremos Y
W=l

Tigg= B

Tie=G

Tivig= Dy

El idice del dltimo dato de Y sera

last[¥) = 23

y el nimero de datos

length(%) = 24

Luego vamos a crear una nueva variable de intervalo que abarque los 24 datos disponibles
k=0.123

El programa permite obtener informacion directa del vector Y, como por ejemplo:
La media:

mean (%) = 3.792

La desviacion standard:

Stdew(Y) = 2146

La varianza:

var(¥) = 4.332

Valor maximo:

mazx(¥) = 8

Valor minimo:

tuin () = 0

Podemos, ademas representar graficamente los datos:

10— T T T T

=

;ﬁ; il TH o | . L TTL
R

1] b 10 15 20

Vamos a agrupar los datos por frecuencias
=1
Sea n el nimero de intervalos a utilizar
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j=0.n+1
La variable de intervalo requiere un dato mas
Vamos a crear los intervalos, mediante la funcién

Inter; = min[¥] + l-[max["f] - tuity| %))
n

Los intervalos entre los que queremos clasificar nuestros datos seran

£y 1
1 2
Z 4
3 5
Initer = ! fre= |
5 5
b 1
7 1
8 V2
3

Y a continuacion podemaos crear el histograma

Fre = hist[Inter | Y]

Que representa el nimero de veces que aparece cada
dato

El significado de los vectores Inter y Fre es el siguiente:
Inter Fre

el valor 0 aparece 1 vez

el valor 1 aparece 2 veces

el valor 2 aparece 4 veces

etc.
El vector Fre tiene un dato menos que el Inter, luego:
j=0.n
b T T T T T T T T T
4 - —
Frg
il
2 - —
0 | | | | | | | | |

Irter;
Vamos a comparar esta distribucion con una funcion de distribucién normal o Gaussiana
que viene dada por:

2
1 -
dnormlz, p, o] = -EHp [~ 1]

AR e 2-:52

Donde p es el valor medio y o la desviacion standard.

g = Btdew()

1L = mean( Y]

Para obtener la altura decuada de la funcidn Gaussiana tenemos que multiplicarla por el nimero de datos (24 en

nuestro caso) y por Ax, es decir, por el rango del intervalo, que no es sino la separacion entre dos valores
consecutivos del vector Inter, que en nuestro caso vale 1



N = length (Y]
4z = Intery - Inter;
x=-1-05%.14

Fre

iR
M. & dnoenlz, ., 7]
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B T T T T T
.--—l—--..._'..
41 /_,...--""'
| /
i
| | | | |
I]-1 0 1 P 3 4
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El poder emisor de un cuerpo negro)

Velocidad de la luz

¢ = 2998.10°
SEC

Constante de Planck

h o= 662610 34-j|:uule-sec
Constante de Boltzmann

k= 133107 22,021
Constante de Stefan-Boltzmann
5

2 -k4
o 2.3

15-¢h
e S i A

mI!_Kdl

El poder emisor total de un cuerpo
viene dado por la relacién:

FT(T) = G-T4
Un cuerpo a 2000 K emitira:

it
FT(2000-KD) = 50554 =

Cin

En funcién de la longitud de onda A (en nm) y de la temperatura, el poder emisor de un cuerpo viene dado
por la ecuacion de Planck de emisién de un cuerpo negro:

2-1!1-(:2-h-1EI36
ch10’

iRy
Donde los factores 10°° y 10° transforman A en nm a m.

Esta ecuacion tiene unidades de watios m? nm™

A continuacién se representa la anterior funcién para dos temperaturas,
5700 K (Sol) y 288 K (Tierra), en el rango de 100 a 20000 nm

A :=100,200.. 20000

FE(A,T) =

1107 I 0.04 ,
FB(A, 370035 10* - FB(A,258) 0.02 [ —
U \ I 4 4 0 ! 4 4
0 110 210 0 110 210
X A

Como puede apreciarse estas curvas dificilmente pueden representarse en un mismo grafico.
Para compararlas vamos a normalizarlas dividiendo por el poder emisor total a cada temperatura
FEIA,T]-A
Fl,T) = FELVTIA
FT(T)
A= 100,150 100000



1
F(x.,5700) 4
F(h,288) G _
0 4-”------
0 510 LAl
L
Escala
|Oga|’itmica
_____ >

en el eje X
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F(%,5700)

Fia 283

0.5
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Capa de Chapman

Por "capa de Chapman" se conoce la region de la atmdsfera en la que una especie determinada, en
nuestro caso

O,, extingue (absorbe ) la radiacion solar. Para definir este fendmeno, necesitamos conocer:

-El flujo solar sobre la Tierra: F()\)

-La capacidad de absorcion del O, (su seccion eficaz) o())

-La desidad molecular a ras de suelo, n;

-La relacién de mezcla de O, x

-La escala neperiana de altura, He

-El zenit solar, 0

Flujo Solar

Velocidad de la luz

ors 2.998-1[!8
Constante de Planck

b= 662610

Constante de Boltzmann

ko=138100

Constante Solar

a0 = 1373

watios m?

El poder emisor total de un cuerpo
5.4

2. -k -T4

15-::2-h3

FT(T) =

2. .3
Tmct b0
il ) PR

eh10’

5| Ak
S AT

Ecuacién de Planck
La energia que llega a la tierra procedente del sol en watios m? nm™ sera:
La integracion de esta ecuacion
a todas las longitudes de onda da
como resultado la constante solar
Fa) = FE(.,5700) 5
FT( 5700
Vamos a representar la region del visible-UV
A =100,101. 200

-1

2 T T T T T T

Fia) 1

| | | | |
I:IIEIEI 200 300 400 a0 600 a0 200

A

Seccién eficaz del O,

La banda de absorcién del O2 (banda de Shumann-Runge) puede ser representada
de forma aproximada mediante una curva Gausiana

Absorcién maxima en cm?
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s wandd

Longitud de onda maxima en nm
Am = 150

Anchura de la banda

wo= 31

2
g (ﬂ]
G(lj = 3mee W

Banda de absorcion

o) = e

100 120 140 160 120 200

moléculas

3
Cih

Densidad molecular aras de suelo

nt = 2.689-1019

Relacion de mezcla del oxégeno

=029

Escala neperiana de altura

La escala neperiana de altura se define como H, = RT/gP.,,, donde como
promedio puede considerarse que T = 250 Ky P, = 29 g/mol.
Aproximadamente se obtiene que:

He = 7295
kam

Zenit solar
g=10

Capa de Chapman
Altura de méxima absorcion
ham{3) = He.m[w.mj]

cus(@)
El factor 10° es el paso de km a cm
Flujo de radiacion en funcion de la altura
y la longitud de onda

hr{A)-h
He

Fr(h,l:] = F(lj-exp[—e
Velocidad de absorcion de radiacion
P = dF/dh
{(hm{ %))

P(h,lj =expl 1 - w — & G

He
La méaxima capacidad de absorcion de radiacion solar por parte del O, es aproximadamente a A = 220 nm.
Para A < 220 nm, hay poca radiacion, para A > 220 nm, el O, absorbe poco.
Rango de altura



h=0,1.100

en km

Variacién de F con h a A=constante
Variacién de F con A a h=constante

100

20

20

|
n 0.1 0.2

Frih, 2200 ,Fr(h, 2000
Variacion de P con h a A=constante

100 T

|
n 0.5 1

Pih,220)
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Fr(400,x)

Fr{ 30,4}

D — Punto de méxima velocidad de absorcién, 35 km

1.5 T T ra
1 . e
7
7
#
#
05 =
i ! l
100 200 300

400
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Efecto Invernadero-CO,

Para poder cuantificar el "Efecto Invernadero" de una especie necesitamos conocer:
-El flujo de radiacion Terrestre: F(v)

-La capacidad de absorcion del gas considerado, CO, (su seccion eficaz) o(v)

-La desidad molecular a ras de suelo, n;

-La relacion de mezcla, x, y, si fuera necesario, su dependencia con la altura x = x(h)
-La escala neperiana de altura, He

-La absorcion de otras especies que absorban en la misma region del espectro.
Flujo de radiacién

Terrestre
Velocidad de la luz

o= 2.998-108

Constante de Planck
34

b= 6.62608-10
Constante de Boltzmann

ko= 133066107 =

Temperatura media

de la tierra

T = 288

Flujo de radiacién de un cuerpo negro

en funcién de v (nimero de ondas cm™)
E-n-cz-h-UB-IDS

Floj = —— —— =

ohov-10°

BT

en watios cm m™

rango de nimero de ondas
v=0,2.2500

encm™

Na T T T T

n4r —
Fiw)

n2r =

| | | }
0 500 1000 1500 2000 2500

Espectro terrestre
Si queremos calcular el poder emisor total de la tierra

3000
J Flv) dv = 300017
10
en watios/m?
Seccion eficaz del CO,
La banda de absorcién del CO, puede ser representada en una primera aproximacion mediante dos
curvas Gausianas. En realidad la curva es mucho mas compleja
Absorcién maxima en cm?

Smom 16107 22
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NUmero de onda maxima en cm™
i = AAT

Anchura de la banda

wo= 32

Banda de absorcion

2 2
_a77. (LM] _9773. [Lmzj]

U'{U) = dm-e W + Smee W
T T T
ofvi .
] ]
400 600 200 1000
!
moléculas
3
Cit

Densidad molecular aras de suelo

nt = 2.689-1019

La relaciéon de mezcla del

CO, es constante con h.

En caso contrario seria necesario

afiadir la dependencia real con h

Relacion de mezcla del CO,

x = 0.00036

360 ppm

Dado que queremos analizar el supuesto de que x aumente, vamos a utilizar
la relacion de mezcla como variable

Escala neperiana de altura

La escala neperiana de altura se define como He = RT/gP.,,, donde como
promedio puede considerarse que T = 250 Ky P, = 29 g/mol.
Aproximadamente se obtiene que:

He = 7295

km

Efecto Invernadero

El factor 10° es el paso de km a cm

y X es la relacion de mezcla que se deja
como variable

Méaxima absorcion

h.m(u ,xj = He-]n[He-u:(ufJ-x-nt-lejl
Flujo de radiacion en funcion de la altura,
namero de onda, y relacion de mezcla

Fr(h,u,x:] = F(u:l-exp & He eHe -1

Rango de altura

h=0,1.100

en km

Variacién de Fr con h a v = constante y x = constante (360ppm)



-110-
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al -
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n 0.1 nz ns 04 0.5

Frh 667, x)
Por encima de 20 km, la densidad
molecular es tan baja que la absorcién
se hace despreciable
v = 200,201 .. 2000

Variacién de Fr con v a diferentes valores de h y para x = 360 ppm

03 T T T T

| | | |
I:I'IEDEI 400 600 200 1000 1200

W
Si suponemos que por encima de 40 km ya no existe absorcién de CO,, el efecto invernadero total de este
gas sera
el area (integral) de la siguiente curva :

03 T T

02 I

Fi0,v,-Frd0,v,.x)

01 -

200 400 600 200 1000 1200
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200
W= j (Fr(ﬂ,u ,x) & Fr(4ﬂ,u ,x)) dv
500
W = 21674
watios m™
Vamos a suponer que la relacion de mezcla del CO, aumenta hasta 600 ppm, como esta previsto que
ocurra
para el afio 2100

2 = 600107 0

0.5 T T T

Fr0,v.x

Fridl, v,

Frd0, v, 02

ns

01 - I\ -

| I | I
I:IZEEIIIIZI 400 A00 200 1000 1200
W
A consecuencia de este fendmeno, el efecto invernadero del CO, debera aumentar en:

900
AW = j (Fela0,v %) - Fe{40,v 22)) dv

500
AW = Ta38
watios m™

En realidad, el aumento del efecto invernadero del CO, debe ser mas pequefio, debido a la absorcion
del agua y otras especies en la misma region del espectro (el efecto invernadero no es aditivo).
Accion combinada de CO, y H,O

Relacion de mezcla del H,O

supondremos que existe un 1% de agua en la atmosfera

En realidad, la relacién de mezcla del agua no se mantiene constante

en la troposfera, ya que esta condensa a medida que aumenta la altura

y disminuye la temperatura. Para simplificar despreciaremos este efecto.

xa =001

Seccion eficaz del H,O

El agua absorbe radiacion en todas las regiones del espectro, mostrando una
ventana de baja absorcién entre 1200 y 600 cm™. Se considerara solo la absorcién
para v < 1200 cm™

Absorcién maxima en cm?

s

NUmero de onda maxima en cm™
i = 100

Anchura de la banda

wo= 18

S

G&(Uj =
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La banda de absorciéon se considerara
de forma Lorenciana

-3 T T T

Iogf o v)) ~24 -

| | |
400 600 200 10a0

-5

Efecto Invernadero combinado
Debemos corregir

la maxima absorcion,

incluyendo las dos especies

que absorben

h.m(u ,x:'J = He-]nI:He-[uj(v:J-x + Ua(u:]-xa:]-nt-lﬂj:l
Flujo de radiacion en funcion de la altura,
namero de onda, y relacion de mezcla

{ M‘J,x} (__h ]}
Fr(h,u,xj = F(uj-exp & 5 eHe -1

0é T T T T

Fri0, w03 04

Fr(40,v,0

Fr(40, v,
K9

¥ | | | | | | | r——
Yoo 4w  e0 =0 1000 1200 1400 1600 100 2000

W
La linea roja representa el espectro a ras de suelo. La linea azul el espectro en ausencia de CO,, y por

tltimo la linea
verde, el epectro en presencia de los dos gases. El esfecto invernadero del CO, sera por lo tanto:

200
W= J (Frll-’-l[l,u ,EI) = Fr(d[l,u ,x)) dw

500
W= 19 648
watios m™

Si suponemos que la relacién de mezcla del CO, aumenta hasta 600 ppm
Valor que aun sigue siendo algo
elevado.
a00
AW = (Fela0,v,x) - Fe{40,v 22)) dv
00
LW =6914
watios m?
A continuacién se comparan, el espectro real de la tierra medido desde un satélite, fuera de la atmosfera,
con el
espectro simulado
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Iteracion simultanea -- Difusion de una epidemia

t=10. 20
Valores semilla
... infectados
... amenazados
ip g 1 0.0001- 5434
sg | | 22000 st || se- 00001 54
dg| | 0 dy | | dy+ 0554
T 0 T ty+ 0454
... fallecidos
.. sanados
25 10t , : :
21t s =
d
—15.10% i
Tt
3t
1-10% |
Tt
5000 |-
0 e
t
fis -
[ 0] 0
] 27.5
2] a8
&l 220.435
4] 507.145
5] 1112.804
B 2376.029
7] 4467 923
[ 8] 7400524
gl 10022.365
0] 10991317
1] 11191.482
12] 11225547
13 ] 11231133
14] 11232.044
15 11232.192
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it = i = Ty =
an 22000 a
110 218490 224
240.79 216491 72
521.291 211279149 180.356
1101.38 20026.5329 414 937
2205683 17820856 910,558
AN3INT16 13849014 18903114
54545819 243032 I671.937
4602803 38274518 F128.856
1761.731 20685787 azooy
J63.936 1701.891 aua2 aa6
61.936 1639914 Y9156.667
10157 1629.757 91845349
1.6584 1628102 918491049
027 1627.832 49180.854
0.044 1627.784 9180.9745
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Sistema predador-presa: Método de Runge-Kutta de 4° orden parala
resolucion de Ecuaciones diferenciales

En una isla abandonada del hombre, los Conejos (C) se alimentas de la vegetacion (A), que se supone
siempre constante

C+A---- >2C

k1 es su constante de velocidad

Los Zorro (Z), a su vez se alimentan de Conejos (C):

Z+ C - >2Z

k2 es su constante de velocidad

Por ultimo, los Zorros (Z) pueden morir (M) de forma natural

Z —-m-ee- >M

k3 es su constante de velocidad

El sistema de ecuaciones diferenciales correspondiente a este esquema puede ser expresado en forma
matricial mediante:

Z
afc K -2 0
- s | CE
dth 2 0 ¥ -1 -

Definiciéon de Parametros:

kl =100
k2 =250
k3 =200

Kl -2 0
E =

0D 2 -3
TE = KT

mi 0
TE. = | =230 250
o =200
Definicion del tiempo final y nimero de iteracciones
tfinal =02
fn= 200
i=0.n
tfirnal

ot = ——

11
t.o= 18t
1
Definicion de la condiciones iniciales y del vector concentracion
Co=1

a
Zn=03
z
e Rerr
z

Método de Runge-Kutta de 4° orden
U, 2 = E.t-TK{D}-RF(C,Zj

z1c.2) = T wee 2

CAC.7) = 5t-TK{D}-v[C 5 Cl('j,ZJ i 21(2:,2)]

ZHC,Z) = .5t.TK{1}_v(C 4 CIEZ‘,.ZJ i 21(2,,3)]
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C3(C,2) = rSt-TK{D}.TJ[C 4 ‘33(23,3) Z4 zzgg,z)j

73,7 = 51;.TK{1}.U[C 4 CE(‘;,ZJ 4 zzgg,,z)]

CHC,Z) = at-TK{D}-v(c + CHC,2),Z + Z3(C,Z))

ZHC ) = E.t-TK{l}-RF(C + 0O L,E 2 + ZHC,EN
Célculo iterativo de las concentraciones de Conejos(C) y de Zorros (Z)

cn(ci,zij X cz(ci,zij ) cz(ci,zij X c4(ci,z].:|

“wi] S 3 3 6
2.4 ' 2 21(ci,zi]| ; zz(ci,zij ; zz(ci,zij ; z4(ci,z].:|
1 é 3 3 é
1.5 I 12

.m|n
%
Iy

e
(I =
na -
|
: a 0.1 nz D'4D.2
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Breve introduccion a los atractores cadticos

Antonio M. Diaz Soriano

Era un dia como otro cualquiera de 1963, Edward N. Lorenz se encotraba en su despacho del MIT
estudiando un modelo atmosférico mediante el cual pretendia comprender por qué los patrones
climatolégicos, que siguen pautas razonablemente periddicas, nunca se repiten exactamente. El modelo
en cuestion se trataba de un calculo numérico de un sistema dindmico de tres ecuaciones no lineales que
simulan el fenébmeno de la conveccion en la atmdsfera; por aguel entonces la velocidad de los
ordenadores era muy baja, por lo que, tras introducir unas condiciones iniciales que ya habia usado con
anterioridad, Lorenz salio de su despacho en busca de una taza de café. Al regresar se sorprendi6 de que
los resultados fueran totalmente diferentes de los obtenidos en la ocasion anterior; al principio penso que
se trataba de un fallo del ordenador, pero después se dié cuenta de que los valores iniciales que habia
introducido en el ordenador no eran exactamente iguales que los usados con anterioridad, mientras que
los primeros constaban de seis digitos, los de ahora estaban redondeados a tres digitos.

Unos meses después de este suceso, aparecia un articulo firmado por Lorenz en el que se introducian los
conceptos de atractor cadtico y efecto mariposa. Un atractor es el conjunto de puntos hacia los cuales
tiende un sistema dinamico tras un nimero elevado -infinito seria el ideal- de iteraciones, el apellido
cadtico le viene por su gran sensibilidad a variaciones en las condiciones iniciales y a que los valores
obtenidos nunca se repiten exactamente. El efecto mariposa es una metafora de la dependencia de las
condiciones iniciales, de manera que una perturbacion tan pequefia como el batir de unas alas de
mariposa en Brazil puede producir un tornado en Texas.

Atractor de Lorenz.

Como primer ejemplo de atractor cadtico usaremos el ya mencionado atractor de Lorenz. Para este
tenemos que generar un sistema dinamico a partir de las ecuaciones diferenciales y dar unos valores para
los parametros y las condiciones iniciales.

El sistema de ecuaciones es:

d
Lr=ay-®)
dt

d
—y=hi-v-x
dt

d I =Xy -0z
dt
Las condiciones iniciales y los parametros son:

Numero de iteraciones--->

Incremento temporal--->

n=10,1. 50000
o
Vg |=]1
1
g
a 10
b =17
c 1
At = 0.001
Ahora planteamos el sistema dinamico a partir de las ecuaciones diferenciales:
X X + At-a- (yn - YJ
Fppy | =] Fn tAY (h'xn R xn-zm]|

Tl z + ﬁt-(xn-yn— c-er
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Como vemos, obtenemos una curva paramétrica en tres dimensiones. Ahora representaremos el corte
con el plano XZ y la ampliacién de una zona de la grafica.

30

20

10

20

En la gréfica de la izquierda se observa con claridad los dos atractores hacia los que tiende el sistema. Si
cambiamos las condiciones iniciales, los valores numéricos seran totalmente diferentes, pero tras un
numero lo suficientemente grande de iteraciones el aspecto de las gréficas seré el mismo. Es esta una
importante propiedad de los atractores, otra es la que pone de manifiesto la gréfica de la derecha, en ella
podemos ver como, por mucho que nos acerquemos a cualquier zona de la curva, las trayectorias no se
cruzan, o lo que es lo mismo, el sistema no tiene ningun tipo de periodicidad, de ahi que los patrones
meteoroldgicos no se repitan nunca con exactitud.

Atractor de Hénon.

A los cinco afios de la publicacion del trabajo de Lorenz, Michel Hénon descubria en el Instituto de
Astrofisica de Paris un sistema dindmico de gran sencillez mediante el cual se podian explicar las
pequefias oscilaciones que hacen que ciertos cuerpos celestes se desvien levemente de su 6rbita eliptica.
El sistema consta de dos ecuaciones, una de ellas cuadratica, y dos constantes:

o |-(o)
7 )-(es)

n=10,1. 150000
2
el | |1y, - ampfx)
Fnt1 B'Xn
Vamos a representar los resultados:
04
02 —
¥n 0 1
_02 - —
0.4

-15
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Si viésemos como se va generando la grafica punto a punto, al principio no distinguiriamos mas que una
nube cadtica de puntos en apariencia inconexos, sin embargo, a medida que el nimero de iteraciones
aumenta, la curva comienza a compactarse para configurar el atractor, del cual es imposible saber si dos
puntos consecutivos estaran cerca o lejos.

Al igual que el atractor de Lorenz, los valores numéricos obtenidos dependen de las condiciones iniciales,
no asi la curva final, la cual adquiere siempre el mismo aspecto después de las suficientes iteraciones.
Una propiedad particular del atractor de Hénon es que al acercarnos a cualquier parte de la grafica, lo que
en principio parecian lineas individuales, se subdividen en pares de lineas, y asi sucesivamente.

[ I
017 - .
¥n 01+ . ¥n
016 F .
0 ' 015 '
06 0z 07 075
I Xn
T
IRU] S -
¥n }'L-x R
C R
D166 - . hw Th
\'\. ; Wi
I '\-_‘ | .

075 0.7 077

Otros atractores.

Los atractores aparecen en numerosas ramas de la ciencia, sin embargo, al igual que ocurre con los
fractales, hay un gran nimero de sistemas que se han desarrollado con caracter meramente estético. Uno
de ellos es el creado por Clifford A. Pickover en el centro de investigacion Thomas J. Watson de IBM.

El planteamiento del sistema es como sigue:

f:=0,1..30000
by = 0,05
| (-3
¥y F[J]
X X, - hr- si.nlzyn + ta.n[t3-3rm]|]|
Fnel " ¥~ b si.nlzxn + ta.n[IE-erj

La representacion del atractor de Pickover suele hacerse en color, actuando de esta manera se
comprende que este sistema se conozca con el sobrenombre palomitas fractales. Nosotros, sin embargo,
nos limitaremos a una representacion monocroma:
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Por ultimo, vamos a representar un sistema de caracter caético solamente en algunas regiones del plano.
No entraremos a analizar este sistema con mas detalle, tan sélo mencionar que las zonas estables se
encuentran en los hexagonos.

n:=10,1..50000
n -0.01
v, ) \-001
1 - ¥pt |xn|
Fyrl iy

¥n






